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NCTIONS SUR LA THEORIE .DES LANGAGES

CHAPITRE 1 : GENERALITES

1.1. Notions de monoide

1.1.1. Définition : Monoide

On appelle monoide un ensemble M muni d'une loi de composition
’ interne associative et possédant un élément neutre.
Exemples :
.= NI muni de 1l'addition est un monoide.

- soit E un ensemble ; 1l'ensemble F(E) des parties de E muni
de la loi U est un monoide (1'élément neutre est @) ; 1'ensemble (JUE) des
applicationsm de E dans E est un monoide pour la composition
des applications.

Remarques : certains auteurs n'exigent pas la présence d'un élément
neutre dans la définition d'un monoide ; en réalité, on peut toujours
adjoindre 3 un tel ensemble M un nouvel élément e et prolonger la loi
de composition de M en une loi associative dans M U {e} dont e est

élément neutre.

1.1.2. Définition : sous-monoide

Soit M un monoide. Une partie M' de M est un sous-monoide de

M si elle est stable par la loi de M.

M' est alors un monoide pour la restriction de la loi de M.

1.1.3. Opérations sur les parties d'un monoide

Soit M un monoide ; sur & (M) définissons, en plus des opérations booléen-
nes Y, ¢, C SN (ANB = A0 VJ B), ..., les opérations produit et

itération
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Définition :

Soit M un monoide d'é€lément neutre e,

Soient AC M, BC M ; le produit de A par B est l'ensemble :
AB=$ny!x€A,y€B} o : .

en outre A¥ - ;{j; Al (ou A°= %e} et A' = Aty pour i )/1)

A% st appelé itéré de A.
Remarquons que F (M) muni du produit est un monoide d'élément neutre {e} ‘
Propriétés :
Soient A,B,C des parties d'un monoide M,
A (ByC)
(BuC)A

ABOUAC

Il

BAQUCA
Démontrons la premiere &galité :
x EA(BUC) <> (Ja,b) (x=abetaCAetbeBUC) <>
((E]a,b) (x=abeta€AetbEB)) ou ((a,b) (x=abeta €A et bE C))
<> x€AB UAC,
Attention, en général A(BNC) # AB NAC
A(B\ C) # AB \ AC.

1, 1.4, Homomorphisme de monoide

Définition :
Un homomorphisme du monoide M d'élément neutre e, dans le
monoide M' d'élément neutre e' est ume application h de M dans
M! telle que
(Vx,y €M) { hix,y)
h(e)

h(x) h(y)

e,

Si h est une application surjective de M dans M' qui vérifie (Vx, y € M)
h(xy) = h(x) h(y), alors h est un homomorphisme,

En outre, si h est un homomorphisme, h(M) est un sous monoide de M
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VA A
1 G U

Monoide libre sur un ensemble V

Proposition et définition

Soit un ensemble V et L(V) l'ensemble des suites finies d'éléments de V
(y compris la suite vide notée A) : L(V) = ial a,«e. 2 la, gV pour
lgigK}U {/"\} Munissons L(V) de la loi de composition suivante appelée

concaténation : (ala s 6 A b1 bz... bq) —> a,a,... 2 b. b

2 p’ 2 T e R
L(V) est un monoide, appelé monoile libre sur V.

b.us
q

Il est évident, en effet, que la loi de la concaténation est associative et

admet /\ comme &lément neutre.

Définitions

- les suites d'éléments de V sont appelées mots sur V

- soit un mot A& =a; ... a; : kestlalongueur de o, notée \d| .
Le mot vide a pour longueur 0. Si a;=b, i est une occurrence de b dans d.
Le mot aj s+ 2, a, est appelé réfléchi de ci et noté &

- soient irois mots o, (5 , ¥ tels que of = {5 ¥ . On dit que(ﬁ est facteur

gauche et ¥ facteur droit de o .

DPropriétés immédiates :

1°) Identifions a €V et le mot a € L(V) ; ainsi tout mot sur V est produit
d'un nombre fini d'éléments de V et réciproquement ; par suite, en considé-
I . 0 i *
rant V comme une partie du monoide L(V) : L(V) = 3 V' = V", Nous adop-
2 . : i=0 :
terons désormaiz: cette notation.
2°) L'application qui, & un mot, associe sa longueur est un homomorphis-

me de V* dans NIl muni de 1'addition. o
~

~ v
3°) Pour deux mots o et {5 - 3 b) =(‘J A, A=K,
4°) Tout élément de V~ est régulier ; c'est-i-dire
(e, e v (o Pleag e
(po =g == iR
ainsi V:k est un semi-groupe.
Remarque :
Soit ¢, \’J € V:L' tels que o = D ; sii est une occurrence de b dans O\,
i est aussi une occurrence de b dans P , autrement dit il n'existe pas de
"relations' dans le monoide V* (mais dans le monoide IN| , par exemple,
il est bien conru que x+y =y+x !) c'est pourquoi v¥ est appelé monoide
libre. Cette absence de '"relations' dans v est essentielle pour le théoréme

qui suit .
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1.1.6. Théordme

Soient un ensemble V, un monoide M et une application f de V dans M ;
il existe un homomorphisme (? et un seul de VJk dans M tel que f soit la
restriction de (? aVv.

Démonstration :

Soit e 1'élément neutrc de M. Si un tel homomorphisme (.P existe, (.Q (N)=e
et pour tout mot non vide O\ = aj eee @

Q0) =@lay) -+ Gla) = flap) ... fla)
donc (_9 est unique.

Réciproquement, définissons (¢ par

Q@A)

(()(ok)=f(al)...f(ap) pour X =a; ... a

e

p
et montrons que l'application LP est un homomorphisme .

Soit [ € V7, B=b; ... by
@ (AP)=@la; ... a by ... by = f(ay) - ’f(ap) £(b)) ... £(b ) par déﬁg;_
= L?(O\) KQ ( (’)) par associativité dans M.
Exemples :
Soient deux ensembles V et V' ; pour définir un homomorphisme C? de V’h
dans V‘i il suffit de définir (?(a) pour tout a € V.
- si (@ est choisi de fagon que
(VaeV) (1@ @l
est appelé homomorphisme alphabétique ct vérifie :
(YAEVH (J@ () g kD)

(cette relation se démontre par récurrence sur la longueur de \).

- si, pour tout Qdc v, (?(a) eV, C? est un homomorphisme alphabétique
particulier appelé transcription. Alors, pour tout d\ev*, \¢ (O\ =1\ .

- si(? est injectif, (pest appclé un codage.

1.1.7. Théoréme

l Tout monoide est image homomorphe d'un monoide libre.
En effet, il suffit de choisir V=M et de remplacer f par 1'identité dans

le théoréme précédent.
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1.2. Définition d'un langage

1.2.1. Définition

Soit un ensemble V, un langage de vocabulaire V, ou langage d'alphabet V,

ou simplement langage sur V est une partie de V*.

Les opérations union, intersection, passage au complémentaire, produit,
itération sont donc applicables aux langages. En outre, si L est un langage,
le réfléchi de L, noté L, est défini par L = X\& jde L} :

Par la suite, nous allons étudier quelques types simples de langages.
Aux définitions de type axiomatique, nous préférerons les définitions faisant
apparaftre soit un algorithme de reconnaissance du langage envisagé (point
de vue de l'auditeur, - du compilateur), soit un algorithme de construction
(point de vue du locuteur, - du programmeur’,

Le plus souvent, dans la pratique, le vocabulaire V des langages étudiés
est fini. Lorsque, dans la suite, cette hypothése sera nécessaire, nous la

préciserons.



CHAPITRE 2 : LANGAGES DE KLEENE

Pour définir un langage L nous allons utiliser le procédé suivant qui permet
de reconnaitre et de construire les mots de L : une bolte, susceptible de prendre un

certain nombre d!états, peut "lire" successivement chaque lettre d'un mot; & chaque

a1 8.2 8.3 a4 ;

étape la bolte change d'état en tenant compte de son

état précédent et de la lettre lue. En outre, parmi

T les états distinguons des états dits"de satisfaction"

et convenons qu'un mot est dans L si et seulement si

la boite achdve sa lecture dans un état de satisfaction

L'objet des paragraphes 1 et 2 est de mettre en

forme cette idée de deux maniéres différentes.

2.1. Langages de Kleene et homomorphismes de mémoire.

2,141 Définition : Mémoire sur un ensemble V.

Une mémoire. 5» un ensemble V est un ensemble S muni d'une loi de composition

externe & opérateur dans V notée :

S x V3 (s, 8) ——3s .a € S

Par exemple V* est une mémoire sur V en posant :
(Y e 7%, 2 €V) o«.a =¢«a

Remarquons que, contrairement i l'habitude, la loi externe est notdée "a droi-
te"; cette convention facilite les notations, en particulier dans la proposition sui=-

vante :



2412+ Proposition.

Soit S une mémoire sur V, la loi . peut &tre prolongée en une loi & opé-
rateur dans V¥ définie par récurrence sur la longueur de® &€ V¥ :
(¥s €8) 8 « A= 8
(VSES,oLeV*,aE.V) s .xXa=(s &) .a

De plus : ,
(Vs es,xev, Bev) (s .xX). B8=5s.((f)

I1 est évident que la nouvelle loi prolonge 1l'ancienne. La propriété d'asso-

ciativité se démontre par récurrence sur la longueur de /3.

2e1¢3+ Définition : homomorphisme de mémoire.

Soient S1 et S2 deux mémoires sur V, une application ¢p de S1 dans 82 est
\

un homomorphisme de mémoire si

(VoL g 8, aeV)  @(ea) = @(X).a

2¢1+4. Définition d'un langege de Kleene.

Un langage L sur V est appelé langage de Kleene s'il existe une mémoire fi-

nie de S sur V, un homomorphisme de mémoire ® de V¥ dans S et une partie S!' de S

tels que :

L= (s1)

I1 est essentiel que S soit fini; en effet si nous acceptions des mémoires

non finies, toute partie L de V* satisferait & (2.1.4) ainsi modifide (il suffirait de

choisir § = ¥, §! =L et de prendre, pour , 1'identité).
Les langages de Kleene sont aussi appelés K-langages ou encore langages d'état
fini (finite state langage). '
2.1¢5. Théortme.

Etant donné une mémoire S sur V et un élément s, de S il existe un homomor-
phisme de mémoire (P de V* dans S et un seul tel que @ (A) =S,.
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Démonstration (par récurrence sur la longueur des mots)
a) @ (A) = s, définit ¢ sur le mot vide. '
b) Supposons q? défini de manidre unique sur les mots de longueur au plus n et
vérifiant :
(Fol & 7, |y|&nt, Fa€V) (@ta)=P(X) . a) (1)

c) Soit & un mot de longueur n + 1 o X est du type X' a avec j%!} € n et néoes-

sairement :
P(oh) =@(X'a) =@(X1) . a (2)

ainsiest défini de maniére unique pour les mots de longueur au plus n + 13

(1) et (2) montrent que %D est un homomorphisme de mémoire.

Conséquences :

- Un langage de Kleene est défini par la donnée de V, S, Se et S'.
~ Soit L un langage de Kleene défini par V, S, Sy S'; l'application :
V3 o

que

8, ¢ X €S (défini en 2,1.2.)) est un homomorphisme de mémoire tel

donc c'est 1'homomorphisme appelé ¢ dans le théoreme :
SO.Q( = (‘P(d)‘

Par suite

( 8qees 8 € V%) ‘P(a1 Bpees an) = (aos ((so 5 a1) s az).:.) .a.

Ainsi nous disposons d'un algorithme de reconnaissance pour le langage L.

2.2. Langages de Kleene et autnmates finis.

2.2¢1e Définition d'un automate fini :

Un gutomate fini A sur V est un quadruplet comprenant :

- un ensemble fini S non vide (appelé ensemble des états),
— une loi de composition externe sur S & opérateur dans V notée « A
- un élément S, & S appelé état initial,

- une partie S' de S dppelée ensemble final,

Nous noterons A = (S, « 3 S.s st)




24242. Definition d!un calcul.

Soit A = (S, . so, S‘) un automate fini. Un calcul de A est une suite
finie d'éléments de S x V : (81, a1) oloie (sn, an) telle que :
Sy =85 q e 8y 1 € 1 g n.

La donnée du calcul est le mot aq 8p «ee A5 8 est le dernier état du cal-

cul. Le calcul de donnée A est appelé calcul vide; par convention, son dernier état

est s .

2.2.5. Proposition.

Soit & = (8, ., Sy S') un automate fini sur V. Pour tout mot & de V¥ il
existe un caleul et un seul de donnée ™ ; son dernier état est q7(°<), ou @ est

1'homomorphisme de mémoire de V¥ dans S défini par P (A) = S,

La démonstration se fait par récurrence sur la longueur de & :

sicX =& S est le dernier état et la proposition est trivialement vérifiée.

Supposons la propriété vraie pour tout mot de longueur n et soit & un mot de lon-

gueur n + 1; o se décompose en ! a (a € V, X! € V),

D'apres la définition (2.2.2.) un calcul de donnde X est le calcul de donnde o4 !

(unique par hypothése de récurrence) de dernier &tat s!, suivi d'un couple (s 2 a)

tel que s =s!' . a, donc s est unique. En définitive le calcul de donnée ™ est
unique. Caleulons qJ(CK) : qﬁ(C() = qp(q<t a) = qD(CK') . a=s'.a (hypothdse de
récurrence
= S 9

ce qul acheve la démonstration.
2.244. Définition.

Seit 4 = (8, ., Sy S') un automate fini sur V. Un mot O est dit accepté

par A si le dernier état du calcul de donnée & appartient & S'. L'ensemble des mots

acceptés par A est le langage accepté par A.

2.2.5. Théoreme.

Un langage sur V est un langage de Kleene si et seulement s'il existe un

automate fini qui l'accepte.
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En effet si le langage L est accepté par 1l'automate A = - Sy S'),
1'homomorphisme (P associé & A gréce & (2.2.3.) est tel que
w7 (s) = 1
donc L est un langage de Kleene. Réciproquement soit L un langage de Kleene associé
4 la mémoire S, la loi de composition externe notée . , 1l'homomorphisme P et la
partie S! de S. Posons A = (S, ., \P(A), $'). D'apres (2.2.3.) et la définition
(2.2.4.) :

QP(D() € 8" = (X est accepté par A)
done L est le langage accepte par A.

2.3+ Exemples.

@ V¥ est un K langage; en effet il suffit de choisir la mémoire S = gso§ munie du

produlit S, + @ =8, pour tout a dé V, donc :

(Vv x€ v*) (P(ci) =8
et V*=‘Pm1 ({So§>

@v-= {a, b} et L = { aa, abg . L est-il un K-langsge ?

Pour tenter de construire un automate acceptant L précisons les transitions
possibles sur un schéma : si 1'automate 1lit a dans 1'état S, 1l passe dans 1'état stj

alors, qu'il lise a ou b, il prend 1'état S5 qui sera le seul état de satisfaction.

b

So
a

it 2 gk x .
Les autres cagypeuvent se presenter correspondent & des mots qui ne sont pas dans L.

Ajoutons donc & Sgr Sqr S, un état O (état de "refus") et posons S = {So’ 1y So 03 .

La loi externe sur S, notée ., est définie par la table :

a b

Sy Sy 0
i s i A

s 0 0

0 0
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Soit 1'automate (S, ., 8o {s2 ;) et P 1'homomorphisme de mémoire associé & cet

automate. Montrons que :

P (fs4) = 1

en effet
¢ (aa) = P(a) . a
= ((}3(/\) v 8) 8
= (s0 « B) G E
= s,
et, de méme, '\P(ab) = 8,

Par suite tout mot de L est dans &P_1 ({s2 }). I1 reste & montrer que si & n'est
pas dans L, @ (X) n'est pas s, 8

soit Q(-é L ; distinguons plusieurs cas
= a n'est pas facteur gauche de & :

ou & = A et P(K) =35

0
ou il existe &' dans V¥ tel que & = b e
PX) = s .o
:(SO ob) oq!
= 0 od'
=0

- a est facteur gauche de ¥ ;
ou X = g et @ () =8,
ou X = axyp ou x et y sont dens V et /4 dans V.,
(P(D()-——SO o =(so. a)e (x y/j)
=(s; « 1) . (v8)
=(s, .9 .
=0.,8

=0
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@ V= {a, b,__cj L= {(ab)n c}n p 7 OS (ot n représente une puissance de concaté-
nation) C'gst-é—dire L= { abj'* {c}

Construisons un automate acceptant L. Nous adopterons le schéma suivant :
s

a c

S

b 2

‘ 8
Par suite S = {so, S1s Soy b} la loi externe notée . est donnée p-r le table

a c
Sy 84 s
S, 0 Se
s 0 0 0
0 0 0

lNontrons que 1l'automate fini (S, s S/ {32 3) accepte L. Appelons (P 1'homomorphisme

3

associé a cet automate. Etablissons, par récurrence sur n) que &f((ab)n c) = Spe
La relation est triviale pour n = 0; supposons la établie & 1'ordre n =1.
P o) = )« [(ab)0]
e (s0 « ab) . I_(ab)n 5 c]
=S, . [(ab)n. c] (d'apres la table)
= @((ab)™ &)
=8, (hyvothese de récurrence) .

Réciproquement soit & dans V* tel que ¥ =) = Spe D'apres la table si s, est le
dernier état s, est nécessairement 1'avant dernier et il existe &' dans V* tel que
o = X! ¢
\P( 1) = 8,

Montrons enfin, par récurrence sur lsa longueur de !, que si LP(O(') =8, il existe
un entier n tel que
%! = (ab)?

ce qui achévera la démonstration.
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Pour X! =A 1a propriété est triviale. Supposons la propriété vraie pour tout o'
de longueur inférieure 2 p, et soit X! de longueur p + 1; ! = fBx ol A est
dans V¥ et x dans V,

s, =) =@(f) . x
D'aprés la table P (f3) = s,, x =b et 3 adnet a comne facteur droit :
(F Yew) (B = ¥a)
s =P(¥a) =@(¥) .a

PY) =8

Par hypothése de récurrence :
(3 netv) ( ¥ = (ab)")

en définitive X1 = (ap)ntt

d'ou

]
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2.4+ Langages locaux sur V.

2e4els Définition

- Soient deux sous-ensembles D et F de V et une partie T de V2.
Considérons les mots non vides sur V, 8y 8y «ee d, qui possédent les pro-
priétés suivantes :
1) ay € D
2) a € F
n
3) Pour i tel que 2 &1 € n : (ai_1, ai) €T,

Leur ensemble L s'appelle un langage local.

2442+ Théoréme

Un langage local sur un vocabulaire fini est un langage de Kleene.

Démonstration : Prenons 1'automate défini por le quadruplet : (S, ©r Sgs S'), avee :
-s=vW{o, S} 5 S, tant 1'état initial.
— La loi externe notée : & . et définie par :

a.b=5I(a, b) €T ALORS b SINON O.

S * b=SI b &D ALORS b SINON 0.
Oob =0
—'F=S’n

Soient &£ 1'homomorphisme de mémoire de V¥ dans S associé & 1'automate ot
X = a4 8, +.s a dans V¥, Nontrons que :
(1) si ag €D et (ai__1, ai) €T pour i =2, 3, ..., n alors @ (X) =a,
(2) sinon @ () = o.

I1 en résultera alors immédiatement que

XEL g (X) € 5,
Faisons une récurrence sur la longueur de o :

1)106] = 1 yY = a.
p(R) = <P(a1>

Il

S < a
n "

SIa1€.D ATLORS a

il

1 SINON O.

2 =n > 1
P(R) = ‘-P(a1 8y e an__1) . a

n
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- 51 a, appartient & D et (ai__1, ai) appartient & T pour tout i =2, 3 ..o n

- 15 =

alors ¥ (R) = a g ¢+ 8. mais (an_1 e an) appartient & T donc

a1 * 8, =8 et (1) est vérifiée.

- Si ay n'appartient pas a D, <P(a1 7 an_,]) = 0, donc & (k) =0, &, = 0 et (2)

est vérifiée.

Il
o

- Si (ai_1 3 ai) n'appartient p.s & T pour un i inférieur & n, ¢ (X)=0. &,

et (2) est vérifide.

~ 31 n est le premier i tel que (ai_1 y ai) n'appartient pas & T alors 8t * %y T 0,

LP(°() =a 4 +a =0 et (2) est vérifiée.

Exemple de langage local : ri(ab)nﬁ} n &mg y avec D =za, c} g B = {c} et

= {(a B, (b, ), (b, )] -

2e4e3. Théorine.
Les calculsnon vides d'un automate fini, dont le dernier état appartient
& l'ensemble findl de 1l'automate, forment un langage leoeal, dont.le vocabulaire est

fini si il en est ainsi pour celui de 1'autonmate.
| s o R g s

Soit (S, ., S, S') 1'automate (S fini). Les calculs considérés sont les
suites finies [(si, ai)]4$l$m non vides avec : ay eV, sic— (S S; =8i1 °&
pour i =1, 2, +.., n, et Sy &S'.

Le vocabulaire du langage local que nous définissons est S x V; quant aux

ensembles T, D, F ils sont définis par :

e flay o), (1 @) [ st s atd = {6 a), (o e 2y 2}
D {(so « a, a)}

F=3! XV

Remarque : La précision "non vide" est indispensable car les langages locaux, par

définition, ne contiennent pas le mot vide.

24444+ Conséquence.

Tout langage de Kleene est 1l'ensemble des données des calculs d'un sutomate
fini (8, ., Sy S!') dont le dernier &état appartient & S!; mais nous pouvons passer
d'un calcul non vide & sa donnée par la transcription (paragraphe 1.1.6) t de (S x V)*

dans V¥ définie par

t ((s, a)) = a.
On en déduit le théoréme suivant :
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Théoreme.
Tout langage de Kleene ne contenant pas le mot vide, est déduit d'un

langage local par une transcription.

Nous démontrerons plus tard (2.8.5.) que la réciproque est exacte lorsque

le K~langage a un vocabulaire fini.

D'ou la nouvelle caractérisation :

Les langages de Kleene sur un vocabulaire fini, ne contenant pas le mot vid

sont les transformés des langages locaux par transcription.

2.44.5. Représentation d'un lanzage local par un craphe.

Soit un langage local défini par les ensembles D, ¥, T comme plus haut.

Envisageons le graphe (V, L) ol la relation binaire T est définie par :
aT b Le=>(a, b)ET,
Appelons chemin du graphe une suite finie et non vide de points
(X1 Xy ees xn) tels que X5 4 z X, pour 2 4 14& n; le langage local est l'ensemble
des chemins du graphe dont 1l'origine appartient & D et 1'extrémité appartient & F,

Exemple : le langage i(ab)n c ' n Gﬂﬂ} est associé au graphe suivant s
a

LN

b
avec D={a,c3 et incg.

D'aprés les théorémes précédents il s'en suit que tout langage de Kleene sur

un vocabulaire fini, ne contenant pas le mot vide, est déduit de 1'ensemble des chemins
d'un graphe fini (E, T) dont 1'origine appartient & une partie D de E et 1'extrémité

& une partie F de E, par une transcription.

Remarque : la réciproque est vraie.
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2.5. Catégories grammaticaless

Les caractérisations des langages de Kleene que nous avons étudiées per-
mettent de construire facilement des K-langages; par contre elles sont peu efficaces
lorsqu'il s'agit de démontrer si un langage donné est, ou non, un langage de Kleene.
Pour remédier & cet inconvénient nous allons étudier la syntaxe des langages en clas-

sant les mots en différentes "catégories grammaticales".

2.5.1. Définitions : contextes d'un mot, classe des contextes d'un mot.

Soient un ensemble V, un langage L sur V et un mot ®Xde V¥. Un contexte
du mot % pour L est un couple (ﬁ, Y ) de (V*)2 tel que ﬁo( ¥ soit un mot de L.

|La classe des contextes de ™ pour L, notée CL (o), est 1l'ensemble des contexted de

P

4_O(pour L

~ N.B. Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité possiblé CL ("{) est notée C (d‘) .

2,5.,2. Définition et proposition.

Soit un langage L sur V. La relation définie sur V* par
A Ay & g=>C (R) =C ()
est une relation d'équivalence. tes classes d'équivalence sont appelées catégories
grammaticales.

24543+ Propriétés.

Soit L un langage sur V.
a) Les catégories grammaticales forment une partition de V¥
b) (¥ ew™) (el a=r (A, A)E C (X))
¢) L est réunion de catégories grammaticales

a) L'équivalence ns est une congrrence; par suite l'ensemble quotient peut &tre

muni, canoniquement, d'une structure de monoide.

Démonstration. L'assertion b)est évidente. Le a) est vérifié par toute relation d'équi-
valence. Soient & et o' deux mots équivalents :

XelL &=> (A, A)Ee C(X) == (A, A)e ¢ () c=px' €L
ce qui prouve c).
Enfin :

(v, & fem™) o (@B)={(%, %) e (™) | KB € 1
- {0, e (| (x, By € ¢ (.
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Par suite :

X X <=0 (X) =C (X!) = 0 (X B) =c¢ (N'ﬂ)*(:ﬁo(/«‘"m«'/?’-

De méme
X ey e By Agbf

Done la relation "uest une congruence et si “J (K) est 1la catégorie grammaticale

de o le produit défini sur 1'ensemble quotient par

(v, Bem) &) xy (B)= gD

en fait un monoide. En outre, H2 est alors un homomorphisme de monoIde.

2.544. Définition : lanzage régulier.

Un langage L est dit régulier si l'ensemble des catégories grammaticales

pour L est fini, ou si 1'ensemble des classes des contextes pour L est fini,
- (En effet, d'apres les définitions, 1'ensemble des catégories grammaticales

et celui des classes de contextes sont équipotents).

2.5 -51 Théoréme .

Un langage L est régulier si et seulcment s'il existe un monoide fini M,

un homomorphisme de monoIde yde V¥ dans M et M' une partie de M tels que

= q/‘1 (mr).

e SRR,

Démonstration. Soit L un langage régulier; il suffit de choisir comme monoide I 1'en—
semble des catégories grammeticales, comme homomorphisme oy 1'application canonigue

de V* dans M et pour M!' 1'ensemble des classes dont L est réunion.

Réciproquement, soit un langage L tel qu'il existe un monofde fini M, un

homomorphisme de monoide % de V* dans M et une partie M! de M tels que

g~ )

{(BJ) & Vs | By *(EL}'

{(B,rm a v |y (B Y) & W

{5 e mxw|yB)y A y(f)e u}

il

L

(Y%)L ¢ (o)

il

Par suite :

K (#Q, e ™) (@)= w(x) = ¢ (X) =0c () )

clest-a~dire :

(7ol o €™) (¢ () #¢ (o) =Dg(R) £y () ).
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Si le nombre des C (0&.) n'était pas fini il en irait de m&me pour le nombre
des W (0() ce qui est contraire av fait .wue M est fini. En définitive L est un langa-

ge régulier.

Théoréme

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i) L est un langage régulier sur V.

1i) L est un langage de Kleene sur V.

J

Ty
(d

Démonstration. Supposons L régulier. Soient donc M, M! et " associés 4 L comme nous
venons de 1'indiquer (255.).

Munissons (V*) d'une structure de mémoire sur V en posant
(FoheV*, a &V) (V(O().a= w (Ka)

Ainsi ¢ est un homomorphisme de mémoire et L (= tp—1 (M) ) est un langage de Kleene.

Réciproquement, soit un langage de Kleene L; il existe une mémoire finie S
sur V, un homomorphisme de mémoire kp de V* dans S et une partie S! de S tels que
L= =1 (st)

Soit W (S) 1'ensemble des applications de S dans S. Posons :

(Fovy, o' € WS) ) v x gul = ou! Ogun

Comme la loi de composition des applications, la loi x est une loi de monoT-
de sur M((S). De plus W{ (S) est fini car S 1l'est.

SieX est un mot de V* appelons B l'application de S dans S défini par

(#se€s) a, (8)=s.0( (s.ofaétédsfini en (2.1.2.) ).

Soit alors s l'application de V¥ dans M{(S) définie par :
(Fohe ™) (or)=2ay.
y est un homomorphisme de monoide @

(‘f'@(,ﬁev*,’fs € S) ad.ﬂ (s)=s.o(6

donc
w(of.ﬁ)=a°<ﬁ=anoad, '=a°(‘ xa'azif(ota) ’(\((/3)'

il

(s vf) ./3=_aﬁ oaOQ(S)

De plus :
K €L L= \P(«:)CS'
Sy By » B, € L A
y—— () (s,) € s
et en posant M! = {w(}ﬂ(s)l N(S ) & S'} ’
L =g ~1 (mt).

ce qui achéeve la démonstration.
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Bxemple d'application : Sur le vocabulaire V = iia,'bj étudions le langage
L= {anbnj. Soit aP b dans V*

¢ (aP ) = §(k, B) € ()3 \uqapb B e Lj
é(ar’ brr*ﬂﬁj

!

Donc, si p # Py, C (ap b) £C (ap b)

Par suite le

nombre des classes de contextes des mots du type 2P b (p entier naturel ) ntest

pas fini. A fortiori L n'est pas régulier, c'est-a-dire L n'est pas un langage de

Kleene.

Dans ce qui suit nous allons classer les mots de V¥ en tenant compte unique-
ment de leurs contextes & droite; 1'étude est assez semblable & celle que nous venons

de mener.

2.6. Contextes & droite.

2.6¢1. Définitions : contexte & droite pour un langage L, relation d'équivalence associde.

Soient un ensemble V, un langage L sur V et un mot ®de V*¥. Un contexte &
droite de X pour L est un mot /3 de V* tel que X /& soit un mot de L. La classe

des contextes & droite de &X pour L, notée DL (X) (ou D () lorsqu'il n'y a pas
@mbiguité), est 1'ensemble des contextes & droite de @& . La relation définie sur V¥

par A @K L=y D (X) =D (o)

est une relation d'équivalence.

2.642. Propriétés.

Soit L un langage sur V.
a) (Fol eV*) (K & LAy heDd (£) ).
b) L est réunion de classes d!'équivalence.
¢) L'équivalence ~u est compatible & droite avec la concaténation; par suite 1'ensem~

ble quotient peut &tre muni, canoniquement, d'une structure de mémeoire sur V.

Les assertions a) b) sont évidentes.
Soient o, o' et /3 dans V* :
D(*B)={yew { < BYe L}
- (e { /3)*61)(»&)}.
Par suite :

A rve! (==pD (%) =D (o) = D (& /3) =D (" B)<ro d oo 3.
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Ainsi la relation @ est compatible & droite avec la concaténation (mais pas & geuche
en général !). La classe d'un mot « est notéde (P(°<) et l'ensemble quotient S. En
posant (¥ & V¥, a € V) P(K) 2= kp(o( a) nous définissons une
loi externe sur S & opérateur dans V qui fait de S une mémoire sur V. En effet 2

(P, o € %, 2 €7) P(X) = P(X)<AN & =y %a Arog’ B2 Pa) s @ (o).

En outre ¢f est un homomorphisme de mémoire.

Définition : langage régulier 3 droite.

Un langage L est dit régulier & droite si 1'ensemble quotient pour la rela-—

tion AU est fini, ou si 1'ensemble des D (=€), pour e dans V*, est fini.

Théoreme.

Les deux assertions suivantes sont ' -équivalentes :
i) L est un langage régulier & droite sur V.

ii) L est un langage de Kleene sur V.

Démonstration : Supposons L régulier & droite; utilisons les notations précédentes
(2.6.2.) : l'ensemble quotient fini S, muni de sa structure de mémoire, 1'homomor—

phisme canonique\p et l'ensemble S' des classes d'équivalence, dont la réunion est L,

sont tels que :
L= np'1 (s")

autrement dit L est un langage de Kleene.

Réciproquement, soit un langage de Kleene L
(o em) D(x)=§Bev| (AB)E c (k)]
donc (%o, X' € V*) D (o) # D (X!) =>C (ox) £ € (<)
Si le nombre des D () n'était pas fini, il en irait de mdme pour celui des C (&)
ce qui est absurde car L est régulier (2.5.6.). Donc L est régulier & droite.
Nous allons étudier aussi les contextes & gauche; il est moins facile de
les relier directement aux automates, comme nous venons de le faire pour les contextes
4 droite (en effet les automates ont un "sens de lecture"), mais nous pourrons nous

ramener & 1'étude des contextes & droite en considérant des langages réfléchis.
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2.7« Contextes & gauche.

Les définitions et propriétés sont tout & fait analogues & celles relatives
aux contextes & droite (cf. (2.6.1.), (2.6.2.) ). Pour un langage L, la classe des
contextes & gauche d'un mot & sera notée GL (X) (ou @ (X)) :

¢ () =gﬁ€ V*! ﬂﬁ(éLj.

2.7+1. Lemme 1
Soit L un langage sur V. Si L est régulier i gauche (resp. & droite), le

A
langage miroir L est régulier & droite (resp. & gauche).

Démonstration :

(% e ™) Dp ()

il

{,86 V*j «pels
{8 G 5o<eL}
G &)

ot
Par suite si L est régulier & gauche le nombre des GL (X) (pour & & V*) est finds

I

il

. nS
il en ve de méme pour celui des Df'(°(>; par conséquent L est régulier & droite.

N’_
De méme : ( FAEV*) G () = D, (X)

’ . N . ’\" ’ . N
et si L est régulier & droite, L est régulier & gauche.

2.7+.2. Lemme 2,
~
Soit L un langage sur V. Si L est un langage de Kleene L est un Jangage de

Kleene.

(% o & V) oy ()

LA &) [ B werS
1(h, X)c_(V*ZIYD(ﬁeL}
{(/3,r)e(v*)2t(¥ B)ec, (X}

Si L est un langage de Kleene les CL (°<’ ) (peur ® dans V*) sont en nembre

fini; & fortiori les Cf () 1le sont aussi et L est un langage de Kleene.,

2.7.3. Théoreme.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i) L est un langage régulier & gauche sur V.

ii) L est un langage de Kleene sur V.

Démonstration : Si L est régulier & gauche L est résulier a droite (2 s 1);

donc L est un langage de Kleene (2.6. 4) par suite L = L est un langage de Kleene

(2.7.2,Let réciproquement.
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Nous étudierons principalement dans ce paragraphe le comportement
des langages de Kleene vis-a-vis des opérations ensemblistes (réunion inter-
section, etc...), vis-a-vis de certaines transformations et vis-a-vis des
opérations produit et itération (définies au chapitre 1). Cette étude aboutira a
une nouvelle caractérisation des langages de Kleene sur un vocabulaire fini :

le théoréme de Kleene.

2.8.1. Proposition.

Soit une partie V d'un ensemble V'. 5i K est un langage de Kleene sur
V, K est aussi un langage de Kleene sur V'.
Pour y dans vE (resp. dans V'k) nbtons D (y) (resp. D' (g)) la classec
des contextes a droite de ¢ pour le langage K sur V (resp. sur V', Alors :
™y c v& o (@) = {o e V'*\a P eK}
mais comme K est un langage sur V les g sont dans V* et
5 c V5 D'y = Dy
De plus : {# o ¢ V"* R V*) D' (g) = 9
Par suite les ensembles D' (), comme les ensembles D () sont en nombre

fini et K est un langage de Kleene sur V'.

2.8.2. Froposition.

Soit un ensemble V :
i) {A} cst un langage de Klcene
ii) pour tout a ¢ V, {a} est un langage de Kleene,
__iii) V est un langage de Kleene sur V.
En cffet, pour le langage {/\} il est facile d'exhiber les classes des
contextcs a droite : )
si o # Ay Do) =9
et D (A) =A.
De mé&me pour le langage {a} :

D (A) ai
D (a) AJ
*

etpour ¢ ¢ V', o ot F i, D) =0

1]

1

. & i b3
Enfin cherchons les classes de contextes a droite des mots ¢ de V' par

rapport & V & si g} =0 Dy, @) =V
si yaf =1 Dy, §a>=§)/\}
si o >2 Dy, (o) = 0.

Nous avons trois classes seulement, donc V est un langage de Kleene sur V.
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Soient K et K' deux langages de Kleene sur V.

a) Le complémentaire de K dans V¥ egt un langage de Kleene sur V.

b) KAK!', KUK', K\ K' sont des langages de Kleene sur V.

Démonstration :

a) il existe un monoide fini I, une partie ' de M et un homomorphisme de mp—
noide ﬂ} tels que :
-1

K = (M') ;

X -1 ¢ {m

" [ _ )

par suite o QJ (ér‘

ce qui prouve que le complémentaire de K est un langage de Kleene.

b) envisageons les classes de contexte & droite :

(FXEW) Doy (X)) =[BlXfFek et & 3 € K
=DK (O() nDKv (0&) ’

ainsi les DK nx (C&) sont en nombre fini et K1 K! est un langage de Klee-
! t

ne. Par conséquent K U K' = [ ( 5 ”[fo et K\K'=K Q[K sont

V* V* / ¥

des langages de Kleene.

Remarque :

~ L'assertion b) s'étend trivilement & des réunions ou intersections d'un ruom—
bre fini de langages de Kleene. Par contre la'réunion (et donc 1'intersection)
dénombrable de langages de Kleene n'est pes, en général, un langage de Kleene;
par exemple nous savons que le langage ‘ﬁan bp"n & ﬂmfrﬂest pas un langage de
Kleene; or {an b’ | n & m}= 53 ‘{ap bpj? et les {ap bp} sont, comme
nous le montrerons plus bas (2.8.5.), des langages de Kleene..

- Une application de (2.8.3.) et la proposition suivante, réciproque:  de
(28414} 3

Soit K un langage de Kleene sur V et soit une partie V' de V; alors K (1 VI*

est un langage de Kleene sur V!'.

En effet V!'* est un langage de Kleene sur V! donc sur V d'aprés (2.8.1.),

donc K f1 V'* est un langage de Kleene sur V (2.8.3.) mais aussi sur V', par

constructione.
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2.8+4« Proposition.

L'image réciproque d'un langsge de Kleene par homomorphisme entre monoldes

libres est un langage de Kleene.

Soit h un homomorphisme de V¥ dans V'¥, Si K! est un langage de Kleene sur
Vt, il existe un monoide libre fini M, une partie M' de M et un homomorphisme

W de V% dans M tels que :
K!' = y“ (mr)
alors n ) =T (¢ ()
=(go )™t (),
H}o h est un homomorphisme de monoIde donc hf1 (K') est un langage de Kleene.

2.8.5. Théoréne.

Le transformé par transcription d'un langage de Kleene est un langage de

Kleene.

Soient V et V' deux ensembles, K un langage de Kleene sur V et t une trans-

cription de V¥ sur V!¥,
Considérons les classes des contextes & droite pour t (K) :

Dy ) =81 € o g et (1)

or, puisque t est une transcription

X' Are t (K<<= (AYeER (x*B'=t(F))

HI X, B8 W) ({ABEK et ' =1 (X) et 8 =1t (4))

Dy(x) (o) SiAre v (3K, BeT) KBE K t (k)= ok, t () =413
=B e Foxk, B € ™) (Be D (R), & (L) =k, (D= )}

{;31 cwrl@adet! (x)) @4€ W) (Ben (%), t (B)= ;G’j

(Z/J’l(a’o(e £ (k) Se Dy x)j)

B a ol (K).

A2 5
& h,_(;s) ' Comme les Dy (&) sont en nombre fini, il enet de méme pour les Dt(K) (045

ce qui achéve la démonstration.

1]

t
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2,8.6. Conséquences.

a) Tout langage déduit par transcription d'un langage local sur un vocabu-

laire fini est un langage de Kleene ne contenant pas le mot vide.

b) Les langages de Kleene sur un vocabulaire fini et ne contenant pas le
mot vide sont les langages transcrits des langages locaux sur un vocabulaire

fini et eux seuls.

c¢) Les langages de Kleene sur un vocabulaire fini et ne contenant pas le
mot vide sont les transcrits des ensembles de chemins d'un graphe fini joignant

un ensemble de points du graphe & un second ensemble de points du graphe.

Démonstration : L'assertion a) découle du théordme (2.4.2.) qui affirme que

tout langage local sur un vocabulaire fini est un langage de Kleene; de plus
a) n'est autre que la réciproque, déji annoncée, du théordme (2.4.4.), d'ol
b) et ¢) (cf. (2.4.5.) ).

A part la restriction faite & propos du mot vide, nous disposons d'une nou-—
velle caractérisation des langages de Kleene sur un vocabulaire fini; ainsi
pour démontrer une propriété des langages de Kleene il suffira de la prouver

pour les langages locaux et de montrer qu'elle est conservée- par transcription.

248474 Propo§ition : produit de deux langages de Kleene.

Le produit de deux langages de Kleene sur un vocabulaire fini est un langage

de Kleene.
Soient deux langages de Kleene K, et Ky sur V £ird,

— Dans un premier temps supposons que K1 et K2 ne contiennent pas le mot vide.
K1‘(resp. K2) est le transcrit d'un langage local L1 (resp. L2) sur le vocabu-
laire V1 (resp. Vé) par la transcription t1 (resp. t2). En outre nous pouvons
choisir V1'et V2 (qui sont déterminds & uhne bijection prés) disjoints, soit

V! = V1 vV, L1 et L2 sont évidemment des langages locaux sur V'; posons :

( #a ev1) t (a)
( a EV2)< t (a)

t1 (a)
t2‘ (a).

Ainsi t est une transcription de V'* dans V* et
K =t (L) , K2=t«(-62)

donc K K, =t (L1 L2).
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L =N

Pour achever la démonstration il suffit de montrer que LT L2 est un langage
local ((2.8.6.) a)). Associons & L1

ble des débuts, F1 1l'ensemble des finales et T 1 1l'ensemble des transitions;

le triplet (D1’ F,, t1) ol D, est 1'enser—

de méme ,le triplet (D2, F2, 'C2) est associé a L2 et enyisageons le langage lo-
! LI 4 3 - .

cal L' associé & (D1, Py Ty v T,V (F1 x DZ))‘ I1 est clair que L, L, est

inclus dens L'. Réciproquement soit un mot o de L' : o= By eee @y avec

a, € D1, &, & F_; par suite ay 13 V1, a e V2. Soit 1 1le premier entier tel

que

/ 8; & ¥y a; 1 &€V

nécessairement (ai_1 , ai) £ F‘l x D2

done a; 1 est dans F1 et agy ey By 4 sont dans V1 par définition de i, c'est-

a- dire que le facteur gauche By eee B4y de & est dans L1 o Par ailleurs a;

est dans D, et toute transition de T, v T, U (F1 x D2) qui a son premier &lé-

ment dans V2 a son deuxiéme élément dans V2 : c'est donc une transition de T >

et par conséquent le facteur droit 8y ees 8y est un élément de L2; finalement

2 est dans L, L, qui n'est autre que le langage local L'.

Si K1 et K2 sont deux langages de Klemne quelconquessur un vocabulaire fini il

est facile de se ramener au cas précédent; par exemple si K1 et K‘2 contiennent

tous deux A :

K, =K', v A K, =K',V {/\3 ol Ky et K', ne contiement pas.t
u 1 1 ' 1 i '

K, K, = K, K', uK', UK,V {4}

Proposition : itéré d'un langace de Kleene.

Si K est un langage de Kleene sur un vocabulaire fini V, K* est un langage

de Kleene sur V.

On peut toujours se ramenera unlangage de Kleene K ne contenant pas le mot
vide. En effet, si K'= K ¥/ {Aj , K'* = Kx,

I1 existe un langage local L sur un vocabulaire fini V! , associé au triplet
(D, P, T) et une transcription t tels que :

K

par suite K*

& (1),
£ (T8¢},

Il
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I1 suffit de montrer que L¥* \ {_L est un langage local; en effet, dans ces
conditions, L¥ i.a\..} sera un langage de Kleene donc I* ((2.8.2.) et (2.8.3.))
puis K* (2.8.8°) seront aussi des langages de Kleene. Soit le langage local L!
défini par (D, F, TYU(Fx D)); montrons aque L¥\ {J‘-j est L! sont égaux.
L'inclusion

L* \ {/\_ }c, L
est évidente. Réciproquement soit X dans L'; en repérant dans @\ chaque tran—
sition appartenant & F x D décomposons & en
K = Ky wes { 5 p>»1
de telle fagon que pour i =1, ..., p la premiére lettre de v(i est dans D,
sa dernidére lettre dans F et toutes les transitiongde o, dans Z ; autrement
dit =, est dans L et &X dans L*\{A]. Enndsfinitive L*\ ) =1

Remarque :

On retrouve le fait que V¥ est un langage de Kleene, par suite 1) ={V* est

un langage de Kleene. v

Un langage réduit & un mot est un produit fini de langages réduits & une lettre :
clest un langage de Kleene; tout langage fini étant vide ou réunion finie de

mots est un la gage de Kleene. Ce résultat est inclus dans le théoréme suivant :

Théoreme de Kleene.

L'ensemble des langages de Kleene sur un vocabulaire V fini est le plus petit
ensemble de J{ de langages sur V tel que :
a) J{ contient les langages finis.
b) Si A et B appartiennent 2K, LU B, AGB et A* appartiennent 3 J{.

Démonstration. D'aprés ce qui préceéde, 1l'ensemble des langages de Kleene

vérifie a) et b). Soit g un ensemble de langages vérifiant a) et b); montrons
que tout langage de Kleene est dans E ; ainsi nous aurons prouvé que 1'ensem—
ble des langages de Kleene est le plus petit des ensembles g « 31 K est un
langage de Kleene il existe un lancage local L sur V!, associé au triplet

(D, F, T ) et une transcription t tels que :

K=t (L) ou K=t(L)ufJLj (siA € K).
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I1 reste & démontrer que t (L) est dans g ; procédons par récurrence sur

le nombre des transitions de L :
- T =0, alors L=DAF donc t (L) est fini et, & ce titre, est dans &.
- Si T est non vide envisageons (a, b) &€ T et T =7:\{(a, b)j e

Soit { € L. Si la transition (a, b) n'intervient pas dans «, & est dans
le langage local L1 associé a (D, F, t'), sinon séparons dans Kles facteurs

o(i ne faisant pas intervenir la transition (a, b) :
avec o { @ €L, ol L, est le langage local associé i (D,{a},ﬂ)

(% = 2,000y,p-1) b c(i a& L3 ou L3 est le langage local associé & ({b},{a},“&')

b €L, oL estle langage local associé & ({x}, 7¢)

finalement o & L |V La L3 L4

donc LCL1UL L3 L4.

La réciprogme est triviale et L = L1 v L2 L3* L4; par suite :
t (L) =t (L) vt (L) ¢ (Lz)* © (L,).

L'hypothdse de récurrence s'applique aux langages L1, L2, L3 L4 (car T est
leur ensemble de tran81t10ns), clest-a-dire que t (L ), t (L ), % (L ) t (L )

sont dans Edonc t (L) est aussi dans E ce qui dcheve la demon%tratlon.

2.8.10 Corollaire.

Les langages de Kleene sur un vocabulaire fini sont les composés de langages

finis par un nombre fini de réunions de produits et d'itérations.

Soit & 1l'ensemble de tous ces composés; d'aures le théoreéme de Kleene :
Jﬁ & 5 En outre d'aprées 1'étude antérieure les langages finis et leurs com—
posés par un nombre fini de réunions de produits et d!'itérations sont des lan-
gages de Kleene cl'est-a-dire que 57 c K
en définitive & = S,

\
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2.8.11 Proposition.

gages

L'image homomorphe d'un langage de Kleene sur un vocabulaire fini est un

langage de Kleene.

Soient deux ensembles finis V et V', un langage de Kleene K sur V et un ho-
momorphisme h de V* dans V'*, K est un composé par un nombre fini de réunions,
produits, itérations de langages finis. Autrement dit, avec la notation précé-

dente : K& & . Or pour deux langsges A et B sur V :

i) si A est fini h (4) est fini
ii) h (AU B)=h (&) vh (B), h(aB) =h (&) h (B) et h (A*) =n (4)*.

Par suite h (K) est encore dans é et d'apres (2.8.10) h (K) est un langage de

Kleene.

Remarque.

Pour le théoréme de Kleene et ses deux corollaires 1l'hypthése "V fini" est
essentielle. En effet soit, sur V infini, 1l'ensemble & des langages L sur V
tels que 1l'ensemble des éléments de V qui ont une occurrence dans un mot de
L soit fini. E vérifie a) et b) de (2.8.9.) mais g ne contient pas le langage
de Kleene V¥, autrement dit 1l'ensemble J\’;des langages de Kleene sur V n'est
pas le plus petit ensemble vérifiant a) et b). D'autre part les composés des lan-
finis par un nombre fini de réunions, produits, itérations appartiennent tous
a E « De méme 1'image homomorphe d'un langage de Kleene sur un vocabulaire in-
fini V n'est pas, en général un lancage de Kleene :
choisissons, par exemple, V = {_an bnf né lNJ} et 1 = {a, b_} + V est un lan-
gage de Kleene sur V (2.8.2,). Si h est l'homemorphisme de Vx dans V'X
d&fini sur V par : _

. h (2™

et prolongé naturellement a V™, h(V) = {anbn | ne N} n'est pas un

n, n
a b

Hono

langage de Kleene sur V (c.f.(2.5.6) application)
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249. Automates finis indéterministes.

Lorsqu'un automate fini "1it" une donnée, & chaque étape de sa lecture, il
est dans un état déterminé de maniére unique par la partie déjh lue. Imaginons des
automates qui, & chaque étape, premnent, au hasard, un état parmi un ensemble d!états;
la classe de ces automates contient les automates finis; la question se pose alors de

savoir si ces automates acceptent d'autres langages que les langages de Kleene.

Dans ce paragraphe V désignera un vocabulaire fini.

2.9.1. Définition ; Automate indéterministe.

Un automate indéterministe sur V est un quadruplet comprenant

- un ensemble S fini appelé ensemble des états.
- un ensemble P de triplets (s, a, s') € S x VxS
e un élément S, de S appelé état initial.

- une partie S' de S appelé ensemble final.

Un tel automate est noté (S, P, S g1,

2.9.2. Définition : Calcul d'un automate indéterministeq.

Un calcul d'un automate indéterministe (S, P, S, S!) est une suite finie

de couples (s1’a1), e (sn)?n) tels que

pour d £ 1, sesy 1 (si_1, a5y si) épr

Le mot 8y ees a, est appelé donnée du calcul, et S, est le dernier état du

calcul. Par convention Sy est le dernier état du calcul vide,

2.9.3. Définition : Mot et langage acceptés par un automate indéterministe.

‘ Un mot o sur V est accepté par 1'automate (S, B, 849 S') s'il existe un

calcul de donnée: &« et d'état final dans St.

% Le langage accepté par (S, P, S S1) est 1l'ensemble des mots acceptés.

Remarquons que tout automate fini (s, 1 Sy S') est un automate indéterministe
(S, P, 8. St) avec P = {(s, ay S o alj .

Par conséquent tout langage de Kleene est accepté par un automate indétermi-

niste; nous allons démontrer la réciproque
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2 09040 Théoréme .

T

Tout langage accepté par un automate indéterministe est un langage de

Kleene,

Soit Jé?= (s, P, S0 S') un automate indéterministe sur un vocabulaire
fini V; et soit A le langage accepté par é@f. Comme pour les automates finis,
considérons 1l'ensemble des calculs non vides de Jﬁ?dont le dernier état est
dans S!' : ce n'est autre que le langage local L sur le vocabulaire fini S x V,

défini par : '

i (31, a1) l (So’ ays Sy ) € %}

{ (s o) |s e s’}

{ (s a)y (o' a)) | (55 @t o") € B}

D

F

1l

Posons
(% (sy a).€ 5x.7) ti(s, a) = a

ltapplication t se prolonge naturellement en une transcription de (S x V)%

dans V¥ qui transforme le langage local L en A'\{fﬁ:} donc A\ %A:S est un
langage de Kleene (2.8.6.) ainsi que A.



CHAFITRE 3 : LANGAGES de CHOMSKY

Les langages de Kleene ne sont pas suffisants pour décrire les langages
de programmation ; en effet ALGOL 60, par exemple, n'est pas un langage de
Kleene (pour s'en convaincre il suffit d'examiner les mots DEBUTn, ou n
est une puissance de concaténation; chacun d'eux a une classe de contextes
différente). D'une maniére plus générale il apparaft qu'il n'est pas possible
de décrire des structures imbriquées, comme des parenthéses, a l'aide des
langages de Kleene ; or ces structures parenthétiques sont trés fréquentes
méme dans les langues naturelles., Par exemple, dans la phrase suivante, les

liens, représentés par des traits, sont imbriqués :

"La grange, ou l'homme, dont la fe\rme, est rotlzge,, ,rentrejon foin,

.est construitc prés dc la route!

et rien n'interdit, en principe, d'intercaler au centre de nouvelles liaisons :

" ... dont la ferme, que le voyageur, a longée st rouge;ees '
' Ji! [

Ce genre de structure peut aussi &tre représenté par un schéma arborescent :

P

GS/ \

Sroaain

SUB v \‘

la grange \est construite pres de la route
el

ou /\ rentre son foin

GN SUB
1'homme

cJ GS GV
dont la ferme est rouge



(od P représente la phrasc, GSun groupc sujet, GV un groupe verbal, GN un
groupe nominal, SUB une subordonnée, CJ unc conjonction, GC un groupe
complément).

Unc des causes de ces insuffisances des langages de Klecene est que nous
leur avons imposé des propriétés trop exigeantes : par exemple les catégories
grammaticales lides a un langage sur V forment raremecnt une partition
de g ; toutefois il arrive que ces catégories vérifient un systéme de rela-
tions : revenons au langage ALGOL 60, en appelant IC la catégorie des ins-
tructions conditionnelles EB celle des expressions booléennes, II celle des
instructions inconditionnelles, I celle des instructions, et IP celle des ins-

tructions POUR, nous avons :
IC= SI EB ALORS ({(II SINON I) | JII \}j IP) (1)
(pour simplifier 1'écriture nous notons sans accolade les ensembles réduits
3 un seul élément, - nous garderons cette convention au cours du chapitre).
Dans le paragraphe suivant, nous allons définir les langages de Chomsky
; - T :
sur un vocabulaire T comme des sous-ensembles de T vérifiant certaines

relations du type (1).

3.1 Définition d'un langage de Chomsky

3.1.1 Définition

Soit T un vocabulaire fini. Considérons un systéme (5) de n équations
a n inconnuecs A1 AZ’ e ey An a valeurs dans ;R (T* \ {A})i
5 9y .

P;
i
. : ' 1 k 1
(=4 - = C .
(S) pour i=l...n A, }:1’ Bij Bij g Bij avec Bij e 1A1""’Anf uT

: (k est un indice)
Si (S) a une solution unique, chaque langage du n-uplet solution est

appclé langage de Chomsky sur T (ou C-langage sur T).

= 95
Chacun des produits Bij 5 i Bij

sera appelé dans la suite un termec de |

la iéeme équation.

Remarquons que, si L est un langage de Chomsky, L ne contient pas

le mot vide.



Exemple : sur le vocabulaire T = {a, b, c} soit le langage

L= {anbnc | ne N } (L n'est pas un langage de Kleene (.2.5)>.

Posons A= {anbn | n>0 }
"Il est évident que :
L =Ac Uc
A = aAb \Jab

]

Par suite le systéme
J A, c L e

Ay
\AZ aA, b Uab

i

admet pour solution A1 =L et A, = A; avant d'affirmer que L est un langage

2
de Chomsky il nous faut montrer que cette solution est unique; cette difficulté
est résolue par le théoréme suivant, sans lequel la définition (3.1.1) serait

inapplicable.

3.1.2 Théoréme.

Si le systéme (S) défini en (3.1.1) est tel que :

1

ijzl g Bij (> T)

(Vi,j) (q
; : P
Alors (S) admet au plus une solution dans 33 (T \ {A}).

Préliminaires

- ‘C: o= b o5 . - ]
Dans le systéme (S) notons (, le n-uplet (Ai)l cign’ ainsi (S) peut

~

éire mis sous la forme :
L= 5 (Q)
ou 3 est l'application définie sur (:fQ (Ti AN {/ﬂ))n et & valeurs dans

(‘.n (T* N {A'})}i telle que :

= ( 2y = (!
pour § (Ei)lgign 5 (8 (Ei)l cign avec,
i= ! = 6 C1 quj u C.. = E 'il exist tel que
pour 1—1,...,n,Ei— i o =r ol 4= * s'i ex.15epvc q



Démonstration, Appelons ordre d'une partie E non vide de Tx la longeur
minimum des mots de E notée ordre [E] ; posons par convention

ordre [Q] =+,

L'odre d'un n-uplet & = (E1) de & (T*) est défini par
‘ lgign
ordre [¢] = min (ordre | Ei] )s
l¢ign

Si E et F sont deux parties de * rappelons que la différence symétrique

de E et F notée E a F est définie par :
EaF=(EUF) N\ (En F)

Pour la différence symétrique de deux n-uplets z; = (Ei) et
4 ; lgign
F = (Fi) il est naturel de poser : =
lgign
o~
Ga¥ = (Ei A Fi)

- 1<i¢nn
Lemme : Sous les hypotheses du théoreme et avec les notations que nous

venons d'introduire :
(& #F )= (ordre[ 5 (£) o 5 (D)]>ordre [Ea F 1).

Démonstration du lemme, Si (&)= & (T)alors 3 (&) a = (F) est le

n-uplet comportant n fois 'ensemble vide, par suite

ordre [z (§)a 5(%)] =+
et la relation & prouver est trivialement vérifiée, Supposons désormais
5{8') et & (¥) distincts et notons : v

5 (%)= (E)
1

n
-
IN
n}

5 AT)=(F)

1<ig¢n

Par hypothese il existe i tel que E'i = F'i. Soit donc un élément « de

E'i A F'i, par exemple :

1
xc E' et ad F,, ..
1 i 1

ainsi X appartient 2 1'un des termes de E'i noté C°,,.c% avec :

k
pour k = 1,:.449 (). C= R,
'k



= 3T =

. k
ou bien (2) C' & T (c. f. définition de (S) et de § ).

De mé&me pour F'i soit Dl. e p? l'homologue du terme Cl. ‘8 c? .

1 =x5) 5 ©O-F)
K K \‘

(2)' (cke Ty =» (D e T

Comme A appartient a Cl. ko Cq, X se décompose :

A = le_,,-xq avec, pour k=1,,,.,q, o, & C,

OrX n'est pas dans F'i c'est a dire qu'il existe jtel que

; ¢
~A. D t o, & C
; 5% e j 4 .

Par suite D’ et C' ne sont pas dans T (c,f (1)'} et /

DJ = F. |
1,
1
c’= E (c.f. (1) et (1)').
j |
. . '
d'ou ordre [ C’ & DJ] = ordre | E. aF, ]

J J
et les inégalités :
z..;{j) >, ordre [ vl DJ] > ordre [ &, /] g

D'apres l'hypothese, comme c? n'appartient pas a T, q est strictement
supérieur a 1, de plus les o(k (k = 1,...,q) ne sont pas réduits au mot vide

car les Ck sont des parties de T*\&LMS , par conséquent :

12| > {ot &
Enfin les inégalités 1 o o | ’

ordre [ (‘g) A @ (F)]Z ordre | E'i A F‘i ]:7:\0([ >‘O(jl>" ordre [%’nF]

prouvent le lemme,
Revenons 3 la démonstration du théoreme : Si % et & sont deux

solutions distinctes



£) =%
3 (F) = ¢ ot £+

ce qui contredit le lemme.

N.B. Le lecteur pourra comparer cette démonstration a celle du théoréme
des approximations successives dans un espace vectoriel normé (preuve de

1'unicité de la solution).

3.1.3 Théoreme.
Soit le systéme (S) défini en (3.1.1). Munissons l'ensemble

£ - (a

LEERE An]' de la relation ::= définie par :

A. = A, si Aj est un terme de la iéme équation
de (S).
Si le graphe (J%, ::3) est sans circuit le systéme (S) posséde au plus
; e 3 Ao '
une solution dans TQ (T™ \{A}).

Démonstration. Remarquons tout d'abord que ce théoréme est une extension

du précédent : en effet 1 hypothése du théoréme précédent revient a supposer
que le graphe (A, ::=) est sans arc.

Al n'est pas un terme de la premiére équation car Ay = Ay est faux
par hypothése.

Dans chacun des seconds membres ou A1 est un terme remplacgons
A1 par sa valeur donnée par la premiére équation : ainsi nous obtenons le
systéme Sl ol Ay n'est terme d'aucune équation ; réitérons le procédé avec
A2 : nous construisons SZ’ et ainsi de suite. En éliminant successivement
tous les Ai qui sont des termes nous nous ramenons aux conditions d'appli-
cation du théoréme (3.1.2).

Il restea prouver que cette élimination est toujours possible c'est a
dire que pour tout k, A n'est pas terme de la iéme équation de Sy- Comme
le graphe (.ﬂ:, 11=) est sans circuit il suffit de montrer que pour tout k, si Aj
est terme dc la iéme équation de Sk’ alors il existe un chemin non vide de
Ai a Aj' Frocédons par récurrence sur k : pour k = 0 la propriété est
évidente ; supposons la vérifiée a 1'ordre k-1 et soit Aj un terme de la ieme

équation de Sy
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- ou bien AJ. cst terme de la iéme équation de Ck-l et, par hypothése de
récurrence, il existe un chemin de Ai a Aj'

- ou bien Ak est terme de la iéme &équation de Sk-l et Aj terme de la k iéme
équation de Sk-l ; donc, par hypothése de récurrence il existe un chemin

de A; & A) puis de Ay a AJ. , ce qui achéve la démonstration.

Remarque.

a) Si l'hypothése du théoréme n'est pas vérifiée, le systéme peut possé-
der plusicurs solutions ; par excmple sur un vocabulaire T contenant au moins

la lettre a, les systémes suivants ont une infinité dec solutions :

. {A1=A2 {A1=A2Ua
Agy = Ay Ay = Ay

b) Méme si les hypothéses sont satisfaites, lc systémec peut avoir

[A; = A

plusieurs solutions dans + (T*) par exemple :

{ A=AA

admet lcs solutions A =0 A = {A) A= {Tti_.
D'aprés le théoréme 3.1.2, # cstla scule solution ne contenant pas le

mot vide.

3.2. Notion de grammaire

Nous allons, dans ce paragraphe, cnvisager les langages du point de
vue de leur génération : pour ccla nous introduirons la notion de grammaire.
Une grammaire décrit la maniére d'engendrer les éléments des diverses
catégoriecs grammaticales. Nous montrerons ultéricurement que les langages

ainsi définis nc sont autres que les langages de Chomsky.

3. 2.1 Définition : grammaire.

—~

Une grammaire G est un quadruplet comprecnant :

- un cnsemble fini T appelé vocabulaire terminal (ses éléments sont

les symboles terminaux)

- un ensemble fini N disjoint de T appelé vocabulairc auxiliaire, ou

vocabulaire non terminal (ses éléments sont les symboles non termi-

naux ou auxiliaires) |




5 - unc rclation binaire, notée ::=, dans V* (V = TUN) appelée relation
de production, telle que

i) le nombre des couples cn relation est fini

ii) ('VA,QP c VX) (A::=(9 = AegNetgpe Vx N {AY)

- un élément X distingué dans N et appelé axiomede la grammaire.

G est notée : G = (T, N, ::=, X). Un couple de la reclation de production

est appelé régle de la grammaire G. (i) indique que le nombre des

s
i régles est fini).

Précisons le rdle de la grammaire G a 1'aide des définitions suivantes :

3. 2.2 Définition
= >, : ! : * P
Ttant donné une grammaire G, soit la reclation dans V™, notéec >—,
b
§ ct définie par :

" % i ;
(ch, ReV™) a>—pe=> (AN, ¢ V*, )\'eV*, cpeV*\{A})(a=>\AX'et B=)oA' et A=),

l Nous di!:ms que "y sc réécrit g'.

! - - s > *x > 3

{ La fermeturec transitive de la relation >~— est notée >— et g>—— R
, .
!

s'énonce "de y dérive 7',

Une suite ot § bann e U R P - (/s Yis+ s Ypo12 B € V*) est

appeléc dérivation de longueur n (une dérivation de longueur n est donc

H
!
!
i
i : N ‘

| un chemin de longueur n du graphe infini (V°, >—). Si ¢ = ¢, nous
dirons, par convention, qu'unc dérivation de ¢ & g a pour longucur 0.
3.2.3 Définition

Le langage engendré par la grammaire (T, N, ::=, X) est 1'ensemble des

b 4 " : ; Iy
mots de T qui dériveni de X.

Un langage engendré par une grammaire est appelé langage a

] contexte libre.

Remargque

Dans la définition d'ane grammaire il est nécessaire de faire unc hypo-
thése restrictive du genre de (i) dans 3.2.1 ; en cffet, dans le cas contrairc
on engendrcrait n'importe quel langage L de ’I‘k en posant que X est cn
rclation ::= avec toute phrasc de L. Cependant on pourrait envisager des
hypothéses plus larges par cxemple que, pour tout A ¢ N, l'ensemble des
mots ¢ tels que A ::= ¢ soit un langage de Kleene.

e
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Exemples :

1) Soit T = { le, chien, boulanger, proméne } ,
N={P, G5GVY, GN, V, GCD, AR, N}

Donnons nous les régles suivantes :

Pz G GV AR = le
GS ::= GN N ::= boulanger
GV =V GCD N ::= chien
GCD ::= GN V= promeéne

Si P est axiomc, la grammaire, ainsi construite, engendre les
phrascs (etwelleswseubes) :
lc boulanger proméne le chien

le chien promeéne le boulanger

2) Pour lec langage ALGCL 50 nous pouvons cnvisager des régles du

genre :
<E.A. 5.5 1= <E.A.S5.> <C. A> <T>
<E.A.S.> 1= <T.> o E.A.S. désigne unc expression arithmétique

simple, C.A. un opérateur additif et T. un termec (c.f. rapport ALGOL).

Avant d'étudicr d'autres cxemples, précisons quelques propriétés de

) * ; :
la relation >—— , commodecs dans les démonstrations ultéricurcs.

3.2.4% Proposition
Soit G une grammaire.
- * .35 i A
a) (Mos8e V) (lo>= p) = (1a| <}81)
b) La relation >—-—x— cst lc plus petit préordrc compatible avec la conca-
ténation ct qui contient ::=,
( 1 1 '* (i X ~ 1 * 1 ( 1 * 1
c) (Mo, p,p'e V) (o >= g cto'>—8" = loa' > BP ).
d) Soient B, C ¢ NUT, o ¢ VX tels que BC >X o ; alors il existe

By Y € V* tels guec :

%* i %
B>— 0, C>— vy et oo =8Yv.




Démonstration. L'assertion a) cst unc conséquence directe de la condition

ii) imposée A la relation ::= {c.f. 3. 2. 1).
b) D'aprés la définition de >— il cst évident que :
> 8) => ({vvy,v' e v¥) Ya v > veyhH

et par conséquent :

5 b i
o >= 8) = (v, v' ¢ VH) Yavy' > vy2yh.

La rclation >—£ est donc compatible avec la concaténation ; dc plus,
en tant que fermecture transitive, c'est un préordre ; enfin, il est clair que
>_k_ contient la relation ::=, Soit R une reclation de préordre compatible
avec la concaténation et contenant ::=, alors :
o>p=(3Ac¢N,a,2'e v ve vE N{AD = AL et p=or ' et A 1= )
or A= => ARo »
et ARp => @R (compatibilité de R avec la concaténation)
donc R contient >— ; comme >—£ est le plus petit préordrc contenant >— ,
R contient >—£ ce qui achéve la démonstration.

c) La relation >——*— cst compatible avec la concaténation :

x 1 = 1
o> P =gy > po

1 * 1 1 * 1
o == B =p fg S—— BH
d'ou . L L 1 * g!
ou, par transitivité : oo >—— BB,
d) Procédons par récurrcnce sur la longueur n d'unc dérivation de BC &
[’
Pour n =0 : =BC, 8 =B cty=Crépondent d la question ; supposons
o y ¥ q
l'assertion vérifiée a 1'ordre n-1 ct soit ¢ dérivant de BC par une dérivation

de longucur n ; il existe o' ¢ Vjg tel que :

%
BC>— ¢g'>—«
” . e ﬁ{ ] o A, e ~ ] - Pa s
ct la dérivation BC >~= ' satisfait & 1'hypothésc de récurrence : soient

donc ' et v' de v¥ tols que

B>2 g B2 o' =8y

Or o' sc réécrit ¢ c'est & dire que, par exemple, ' sc réécrit g et y' est
inchangé dans y :

B' >—p et o =gy,

*
f'inalement B >—3- 8 C>— y' et o=y



3.2.5 Remarque

L'assertion d) se généralise immédiatement de la fagon suivante :

soit une suite (B.), _. d'éléments de N y T tels que
i'lgigq
B.B,...B_>x
1 2. . q>———— o

alors il existe une suite (8.), . de V¥ (3. = B. si B, est dans T) tcls que :

"1 lgigq i i i

Yi=1 q B >—-—£— ! et =g,R 9
Y ] i 221 o .Bliz"'uq'

Exemple

Monirons que, sur le vocabulaire T = {a, b, cl le langage

L= {anbnc | n» 01 est & contexte libre. Choisissons le vocabulaire auxiliaire
N = {X, A} ou X est l'axiome, et les regles :

(1) X ::= Ac (3) A:n=ahb

(2) X:i=c (4) A= ab

Soit &) (X) 1'ensemble des mots dérivant de X. Il s'agit de montrer que
2D (X)) N Tk =1,, Soitae L ; sig = c de la regle (2)

Nous tirons : X>— c

donc ced(X) N T,

Supposons désormais que ¢ = a™b"c avecn> 0; en appliquant la régle
(1) puis (n-1) fois la regle (3) et enfin une fois la reégle (4)- nous obtenons
la dérivation :

. ; n-1,,n-1
Xismes AC S aADC > s o6 D>t @ Ab

C >—o anbnc
donc @ eed) (X) N o
Réciproquement soit ¢« ced) (X) N Tx:

%
Xo>—— ¢
c

nécessairement la premiére réécriture de X dans une dérivation de X a ¢ est

X >— cC
ou
X >—~ AcC



La longueur des éléments d'unc dérivation étant croissante, si| ol =1
alors g =c et oel, sijal> 1 alors la premiére réécriture dans la

dérivation de X a ¢ est:

X >— Ac
b 4
en outre AC >— o
donc il existe R ¢ VJk tel que :
> 4 ;
A>—2R O(=BC (3.2»4d))

: % * % ; z
par suite comme ¢ est dans T+ a est dans T . Il reste a montrer qu'il existe
p tel que 8 = aPbP. Dans la dérivation de Aa g la premiére réécriture de A
est A >—ab dans ce cas 8 = ab

N

ou A >—aAb.

Par conséquent si | p|=21la démonstration est terminée. Supposons

que pour } g} <n (n> 2) g est du type aPbP et soit g de longueur n :

A>———aAb>+*—— 8

donc il existe vy tel que
A>—§-— v, B=avybh (3. 2. 5)

et iyl < \8l
donc (dApe W (y-‘-apbp).

d'ou g = ap+1 bp+1
Remarque

La dénomination de "langage a contexte libre" (context free) rappelle
que, si A 1= o estune regle, en remplagant dans le mot ¢ A par ¢ il n'est

tenu aucun compte de ce qui entoure A dans .

3.3. Comparaison des langages de Chomsky et des langages 3 contexte libre.
3.3.1]| Lemme 1.

Soit un langage a contexte libre L de grammairc G = (T, N, ::=, X). Pour
tout A ¢ N |y T posons:
L{A) = fg e TF| A2 ol
Si les p regles différentes de premier membre A s'écrivent

1 9 . k
A::=Bj...B: R T ) avech e NyT,

- U e
alors L (A = U L{B)... L{BY
i1 j j




o s 1 nd] P o -
Soit ¢ ¢ L (BJ.) P (BJ. ) Il existe 31,32,...,3(1: tels que

J
k =x .
Bj S— Bl{ (k = 1’ .-O’qj)
donc A>—-B}... B(.lj>—3—-e eee B
J v “1 i
et par suite o e L(A) .

Réciproquement soit « ¢ L(A) :

A>_*—Cl

Or A cest élément de N ct oy est un mot sur T ; par suite A et ¢ sont
distincts et une dérivation de A a ¢ est du type :
. qj
A.>'—-B!. e o » B.O>——*—~Q/ Oﬁjoe{l,-on,p.%o
Jo Jo o
D'aprés (3.2.5) il existe B,,.+.,8_. tels que
1 qu
& : k % _
pourk—l,...,q_] B. >—-—-Bk et O(-R o.ne ’
0 ig 1 qJ
0
Yo .
e LB, ) et, & fortiori :

1
0 Jo

c'est & dire que y est élément de L(BJ
P
e U LB)...LBY

En conséquence le systéme construit a partir des différentes régles de la
grammaire G selon le procédé indiqué dans le lemme admet au moins une

solution,

3.3.2 | Théoreme
Tout langage de Chomsky est un langage a contexte libre.

Démonstration. Soit (S) un systéme associé a un langage de Chomsky
L sur T :

P;
ot . - 31 9y k
(b) pOur 1= 1,-.-,n \-:/ti - jgl v ij s e e mij (0‘3 ij [ {\ﬂl’.'.,\&nz. UT)



Par définition, le langage L est l'un des JOCi, par exemple 'ﬂ:l' Bpdohs
Posons N = {Al, v il An'$ et soit le langage & contexte libre engendré par

G = {T,N ::=, Al) ol les réglcs sont :
Sra % . - g k
Ai.:—Bij...Bij pouri=1,,..,n Qt J-—l,...,pi oulesBij sont

les éléments de N yT tels que :

k k
.. = = DB.. = A
055 ftq i q
et a3 k e T P B%(. = %k
1] 1] 1]

D'aprés le lemme 1 le n-uplet des L(Ai) est solution du systéeme (S) ;
or (S) admet, par définition, unc solution unique ; L est donc le langage, a

contexte libre, L(Al).

3.3.3 Lemme 2
Tout langage & contexte libre engendré par une grammaire n'admet-

tant pas de régle du type A ::= A', avec A, A' ¢ N, est un langage de

Chomsky,
Le lemme 1 prouve que tout langage a contexte libre L est 1'unc des

solutions d'un systéme (S) ; l'hypothése du lemme 2 assure que le systéme
(S) n'admet pas l'unce des inconnues comme terme - c'est & dire que (S) a,

au plus, un n-uplet solution (3. 1.2) ; par suite L est un langage de Chomsky.,
Pour établir la réciproque du théoreme (3. 3.2) il reste donc a se libérer de

l'hypothése en question ; c'est l'objet du lemme suivant.

3.3.4 Lemme 3
Soit un langage & contexte libre L engendré par une grammaire G,

Il existe une grammaire G' tclle que G' engendre L et G' n'admet pas de

régle du type A ::= A' avec A, A' ¢ N.




Soit G = (T, N, ::=, X). Introduisons la grammaire G' = (T, N, ::'=, X) ou
la relation ::= est définie par :
A it 0 <> ((lo}>2 ou e T) et ((BBQN)(A>-—:E— B ct B 1= ¢)))

G
en notant > {resp. >—G-, ) la relation de réécriture de la grammaire G

(resp. G').
Montrons que :
o %, 4 % ;
(Vo, 8e V) (a>— p = o>— B8) (1.
G* G

Opérons par récurrence sur la longueur n d'unc dérivationde ¢ a g
relativement & G'. Sin = 0 alors ¢ = g ct 1'assertion (1) est trivialement

vraie. Supposons (1) vérifiée a l'ordre n-1 et soit g dérivant de ¢ par une

dérivation de longucur n reclativement 4 G' ; il existe y ¢ v tel que

b4
o Y B
G! G!

et d'aprés 1'hypothése de récurrence :
x
[04 P — Y.
G

Soit A ::= ¢ la régle utilisée pour réécrire vy :

J + .
(Ia,a'e V) (y =1 Ar", B8 =200

de plus A = ¢ => (3B N) (A>——*— B et B :u:=g¢)
G

* : : : i —

donc v > ABA'>— Ao\ (compatibilité)
G G '
* ; s s il

et Y S>——— B (transitivité)
G

LR % | : L

en définitive o > B ( Yo

G

Ainsi (1) est prouvé .



10
Z0

Montrons aussi que :

(VAeN,VBeT*) (st g s At 8) (2)
G G!'

Cette fois, c'est sur la longucur n de g que porte la récurrence.

Soient A ¢ N etp ¢ T* tels que

| x
Ly >e—e B
G

Toute dérivation de /L & g cst nécessairemeni de la forme :

x
L >— Al S s >— A >— 9 >— B
G G c P ¢ G

avec p > 0, Al,...,ApeN

et, oug e T g (3)

ou [wpl>2 (<)

-

Par conséquent A=
Si 1gl = 1 nous sommes dans le cas (3), nécessairement ¢ = g ct

A >-—:—k-—— £ . Supposons (2) vérifiée pour tout mot de longucur inférieure a n

G! ; ot s
et soit g de longueur n ; o s'écrit

cp‘-:Bl...Bq avec, pour i = 1l,.4.,9 BieNuT;
d'aprés (3. 2.5) il existc unc suite (gi) de TX telle que
lgigaq
¥ * s ;
B—gl...gq et Bi>—-a-f3i pour i=1,...,q9;
or | Bi] < }g| donc, par hypothésc de récurrence : .

B.>-—*-. B.,
7 a i

et par concaténation {3.2:4 <) :

%
@ >=——— B
GY
: - *
finalement A>—— o> 8
Gl ) Gl

; +
soit L >—— 3.
G
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Gricc aux assertions (1) et (2) nous venons de montrer que les
grammaircs G et G' engendrent le m&me langage. Enfin la grammaire G' a
été construite de fagon qu'clle n'admette pas de régle du type :

Ais A avec A, A'e N
Le lemme 2 peut donc s'appliquer & la grammaire G' ; d'ou le théoréme

suivant qui compléte le théoréme 3. 3. 2.

3.3.3 Théorémec
L'enscemble des langages de Chomsky sur un vocabulaire T est 1'en-

| semblc des langages i contexte libre sur T.

3. 3.6 Remarques

1) Désormais nous pourrons considérer un langage de Chomsky comme
associé a un systéme ou a unc grammaire.

2) Le passage d'un systéme a la grammaire correspondante (et réci-
proquemcnt) est immédiat (c.f. lemme 1).

Par excmple, sur T = {a,b,c}, L = {anbnc | n> 0} est associé au

systéme :
: L=4AcUc
(&) A=aAbyab L, A QEF(T*\{A})
ou 3 la grammaire G = (T, N, ::= X}
N = {4, X}
Xu=Acle

A::=a Ablab.

Les barres '"{" sont des commodités de notation : clles séparent les
régles de mé&me premier membre et de secconds membres différents (par
exemple X 3= A c et X 1:= ¢ st écrit X 1= Aclc),

De mé&me, pour montrer que le langage L = {anbncp‘ n> 0,p> 0} est

un langage de Chomsky sur T = {a, b, c}, il suffit de vérifier que le systéme

d'inconnues A, B, C:

A =B CyUBUcC
B=aBbyab
C=ctycC
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admet pour solution (unique d'apres (3.1.3)) : A=1L, B = {anbn‘ ns 07,

C=fcP \ p > 01. Par suite L. est le langage engendré par la grammaire :
G = (T,N,::=X) avec N = {B, C, X} et

Xu=BCiIBIC

B::=aBb|ab

C:==cfcC.

En résumé, pour passer de (S) & G il suffit, formellement, de rem-
placer les signes {J par des ‘ ct les = par ::=,

3.4. Propriétés des langages de Chomsky

3.4.1 Proposition : propriétés ensemblistes

Soient L et L', deux langages de Chomsky sur T ; alors :
a) 4uL' et IOL sont des langages de Chomsky.
b) L \ {A}, noté L estun langage de Chomsky (L 9 o

i ?‘“ — n=1

| »t a) Par hypothése L (resp.L') appartient & la solution d'un systéme (S)
f i (resp.S'). Supposons que les inconnues de (S) et (S') ont des noms dis-
tincts entre elles ct distincts de X ; appeclons Al, par exemple, l'inconnue

relative 4 L et A! celle relative & L'. Les systémes :

1
(S) (9)
(0 (") (1I) (s")
- 1 7 = 1
X .A.l UA]. DS Al .Atl

ont évidemment une solution unique., Dans (I) (resp.(II)) X = Ly L'
(resp. X = LoL') convient, ce qui prouve a).

b) L est associé 4 l'inconnue A, dans un systéme (S) choisi de fagon
qu'aucun terme n'est réduit & une inconnue.

Considérons le systéme

(S)
(111) {x A X UA,



- X

od X n'est pas une incommue de (S), Ce syetdme 3 une solution ol I est associé
2 X et cette solution est unique car le ehoix de (S) est tel que (III) satisfait a
l'hypotheése du deuxieme théoreéme d'unicité (3. L 3).
Remarque :
Comme les démonstrations précédentes font appel a des systeémes
il est facile d'écrire, dans chacun des cas, une grammaire correspondante ;
par exemple, si la grammaire G = {T,N,::=,Y) engendre L, L est engendré par
G = (T,NU (X} , i= ,X)ou: (XgN) et.,(,A:?=:f;) (:;((A::=({:-) ou (A=X etr{?zYX)
ou (A=X et C!; =¥
3.4.2 Proposition
L__I:e réfléchi d'un langage de Chomsky est un langage de Chomsky,

Soit un langage de Chomsky L associé au systéme °
: p.
(S) L(A,) = ’\:’ L(Bl) L(Bqij ) pour i=k;.v .o n
i j: 1 ij ¢ s ij seo o
(m&mes notations qu'en (3, 3, 1)), avec, par exemple, L=L(A ), En outre
P p 1
(S) est choisi de fagon qu'il satisfait 3 1'hypothese du premier théoréme

d'unicité (3. 1. 2) ; il est aisé de vérifier que ;

e T e
L(Ai)= 1 L(Bij Y aww L(Bij) pour i=1ly: e 4B

Le systeme (S) ainsi construit admet comme (S) une solution unique

dont T = L (AI) est élément ; par suite L est un langage de Chomsky,

Remarquons que, si G = (T,N,:= ,X) est une grammaire engendrant

(e S
L, la grammaire G = (T,N,::=,X), avec : }

o vy T
A{\;.— cf@A =P

engendre L,

3.4, 3 Proposition : transformation par transcription

‘ Le transcrit d'un langage de Chomsky est un langage de Chomsky,

X ‘ e : * *
Soient deux vocabulaires T et T', une transcription t de T~ dans T'

et un langage de Chomsky L sur T. Soit toujours (S) un systeme vérifiant
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I'hypothese du premier théoréme d'unicité (3. L 2) et tel que L =L(Al) :

P.

1 q. .

. aia 1, 1]

(8)  pourizl....n L) =\ L(B)... LB)

Comme t est un homomorphism
Pj

' ¢ =10 1 4j
('} . ponr i=l,;..,m & L(Ai)] = .j:'l t[L(Bij)]..'. t[L(Bij 3 1

s i k ik s
t étart une transcription aucun des t [ L(Ai) ] et t] L(Bij) ] n'est réduit au

mot vide, ce qui a deux conséquences essentielles :
(1) les n relations (S') constituent un systéme sur ‘-E’(T"’E \ {/’\’} ) B
. (2) les termes de ce systdme, comme ceux de (S), ne sont jamais réduits 3
une inconnue,
Ainsi (S') a une solution unique dont t(L) fait partie; t(L) est un
langage de Chomsky,

Soit, en outre, G = (T,N,::=,X) une grammaire acceptant L ; de la
construction de (S') nous déduisons une grammaire G' = (T' ,N,::‘= , X)

acceptant t(L) en posant :
4 - e f—— !
(’VA{:N,C{)(—_VX) A s LF <¢“> A ::= tl((io)
ou tl(cf;) est déduit de ¢ en laissant invariant les symboles non terminaux
de (f et en remplacant tout symbole terminal par son image par t (par exemple
pour A,Be N,ae T, A ::=Ba <> A 1:= Bt(a)).

Le raisonnement reste inchangé pour tout homomorphisme h tel que
(¥ aeT) h(a) # - .
Dans le cas d'un homomorphisme quelconqgue nous admettrons le

résultat suivant,

3,4,4 Théoreme

Le transformé d'un langage de Chomsky par homomorphisme entre

| monofdes libres est un langage de Chomsky éventuellement réuni éw\-} ;
A, L
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3.4, 5 Théoreme
Tout langage de Kleene ne contenant pas le mot vide est un langage
| _de Chomsky,
Démonstration. Nous allons montrer que l'ensemble gdes langages de Chormsky
et des langages de
Chomsky réunis au mot vide satisfait aux propriétés suivantes :
a) & contient les langages finis, . |
b) Si A et B sont des langages de § , AU B,AB et A* sont des
langages de g .
Le théoreme de Kleene prouve alors que tout K-langage est élément
de &
Isolons le résultat a), qui est intéressant en soi :
Proposition
Soit un vocabulaire T, Tout sous ensemble fini de Tjk ne contenant
pas le mot vide est un langage de Chomsky,
" Eneffet ¢ est l'unique solution du systeme
X = XX (c.f. 3.1 3 remarque b)) ;

\

et tout sous ensemble fini non vide de T{t T 0(2,.-.- : ,O(n} est l'unique

1’
solution du systeme AN

X lL o ...Lun,

ce qui prouve a) et la proposition,

b) est une conséquence immédiate de la proposition (3.4, 1 b) c))
Remarques :
- La réciproque du théoreme (3, 4, 5) est évidemment fausse et les langages
de Chomsky généralisent strictement les langages de Kleene (exemple
Iy = {anbnc! n>/0} ).
- La démonstration précédente a l'inconvénient de ne fournir aucun rensei-
gnement sur la forme des grammaires engendrant les langages de Kleene ;
étant donné un langage de Kle.ene K sur T, ne contenant pas le mot vide, nous

allons construire un systéme associé a K, Supposons que K est défini comme
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image réciproque d'une partie S' de la mémoire finie S, par 1'homomorphisme

de mémoire ¢ de T* dans S. Posons , pour s & S

S) = g ~ x
K(s) = je T

= (P-l s)\&

\} ! L{;(cx)=5}
y

1 et X «cK(s)) ou (ot eT et £K(s))

alors :
o € Kls) & (1! ﬁ
(3 s e S eticd é,T*\ {I\} etd acT)(x=0X"a etCF(O(‘) ol

ou (leTets, A= s)

—

(ds'e Setd o' K(s )et_:la.@ T)(X = %A'a et s=sla)) ou (X & T et sO.Oi =s)

aeT Tg so.a.zs}
s! E%séSgs'.a—SJ }.

Ainsi K et les ensembles K(s) vérifient les relations :
k= U K@)
s & S

e =l ke (Lo )

W / 2
a.ﬂéT aé% ag;T‘ S+ a—s}
s'g {s'esl s'.a:s‘!. L !

Si n est le nombre d'éléments de S ces relations forment un systeme
de n+1 équations ct n+1 inconnucs sur‘E(T*\ {/\} ).Ce systéme admet au moins
une solution dont K est élément et une au plus, car il vérifie l'hypothese du
deuxizme théoreme d'unicité (3. 1. 3) ; en effet la premiere équation est la
seule ayant des termes réduits 3 une inconnue ; donc K est un langage de
Chomsky. De plus il existe une grammaire G = (T,N,::=,X)(associée au
systéme obtenu en refnplagant les K(s) par leur valeur dans la premiegre

équation) qui engendre K et n'admet que des regles du type :

A ::= Ba ou A ::=a avec A,B N, a gl_Tl.

/x
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Donnons un nom 2a de telles grammaires :

3.4, 6 Définitions : Grammaires linéaire gauche, droite ; grammaire linéaire

normale .
Une grammaire G = (T,N,::=,X) ne comprenant que des régles du
type :
A ::= Ba A = a (A,BcN,aeT)
(resp. A ::= aB A i=a (A,B&eN,aeT))

est appelée grammaire linéaire gauche (resp. grammaire linéaire droite)

Une grammaire G ne comprenant que des reégles du type :

A ::= aB A ::= Ba A = a (A,BeN,aeT)

s'appelle grammaire linéaire normale,

Nous venons de montrer que tout langage de Kleene ne contenant pas
le mot vide peut 8tre engendré par une grammaire linéaire droite. Il est

normal de se poser le probleme rec1proque Nous obtenons le resultat suivar!

3.4, 7 Théoreme

Soit un langage K sur T ; les trois assertions suivantes sont €équi-
valentes

a) K est un langage de Kleene ne contenant pas le mot vide,

b) K est engendré par une grammaire linéaire gauche.

c) K est engendré par une grammaire linéaire droite,
Démonstration,
@ &= &
SN
{8y == O déja prouvé (3. 4. 5 Remarque),
@ —-~—>@ Si K est un langage de Kleene ne contenant pas de mot vide, K
vérifie la mé&me hypothese (2. 7. 2) et K est engendré par une grammaire

N
linéaire gauche, donc K = K est engendré par une grammaire linéaire droite

(3. 4. 2).
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@ e @/‘ : Soit un langage K engendré par la grammaire linéaire droite.
(T,N,::=,X). Soit l'automate indéterministeC ﬂ" d'ensemble d'états S = N U sz}

(sf n'appartenant pas & N), d'état initial 84 = X, d'ensemble final S' = {sfh’x
et dont 1'ensemble des transitions P est défini par
(A,2,B) eP&S(A,BeN,2aeT et A := aB) ou (AéN,B—‘—Sf,aé T et A ::= a)

Appelons L le langage de Kleene engendré par(ﬁf et montrons que

K = L; L ne contient pas le mot vide (car X 75 sf) donc tout X & L s'écrit

A, a0 &3
1 n
0{=a1...a & L

AN

ll

y el
3J ) 1 i
(3 Bl"" ’Bn-le N) (la suite (Bi’ai)l-\z i(\n-l(sf’an) est un calcul de JG)

/;
0

(BBO’BI"" B N)(B0=X et, pour i=1,,,. ,n--l,(Bi ’ai’Bi)eP et

&
(B, ;2,5 €P)

=1

T
3 B ’B de o o ) ) B =X t’ .': 90 0 0 ) = ’ ::: ::‘:
(3 0' 8] Bne N)( 5 '{: pour i=1 n-1 Bi-l aiBi et Bn-l an)
\'Jz
x €K

Ainsi c) entraine a),

@ :—9 C) : Si K est un langage engendré par une grammaire linéaire
gauche, K est engendré par une grammaire 11nea1re droite (3.4. 2) et /I\{) est un
langage de Kleene ( el O ), par suite K = K est un langage de Kleene,
Remarque,

Une conséquence immédiate du théoréme 3.4, 7 est que les langages
de Kleene sont engendres par des grammalres linéaires normales , mais la
réciproque est fausse : en effet le langage L = {a b in> Oj

qui n'est pas de Kleene est engendré par la grammaire linéaire normale :
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= 1 L = : s .
T={ab; , N= %A,B\j , X =A etles regles:
A ;= aB
B ::= Ablb

(Pour s'en assurer le lecteur pourra montrer que L satisfait au systeme
associé a cette grammaire).

Pour compléter la proposition (3.4, 1) qui étudie les propriétés en-
semblistes des langages de Chomsky nous allons montrer que l'intersection
de deux C-langages n'esi pas toujours un C-langage ; il suffit d'exhiber un
contrexemple, Pour cela envisageons un langage de structure plus complexe

que la structure parenthétique :

3.4.8 Contrexemple des langages de Chomsky
I Sur le vocabulaire By = { a,b,c]-'-. le langage L, = {anbncnl n> O}
n

'est pas un langage de Chomsky,

Pour prouver cette assertion montrons d'abord le lemme suivant :
| Lemme : Soit un langage de Chomsky infini L sur un vocabulaire T, Il
!

existe une grammaire G engendrant L telle que pour aucun symbole non

terminal A, l'ensemble L (A) des mots de T’E qui dérivent de A ne soit

EL réduit 3 un mot,

Si G est une grammaire de L ne satisfaisant pas au lemme, soit
ot le seul mot qui dérive du non terminal A ; 1'une des équations du systéme

(S) associé a G est

L () ={a}
Le systeme (Sl) obtenu en supprimant cette équation et en remplacant dans
les autres L(A) par {Nﬂ{: est évidemment équivalent & (S) pour les inconnues
autres que A ; A n'est pas l'axiome de L car L est infini ; donc 1'une des
grammaires associées a (S 1) engendre L, Comme le vocabulaire auxiliaire
N est fini, nous obtiendrons, aprés un nombre fini de transformations du

méme genre, un systéme (Sk) tel qu'une grammaire associée 2 (Sk) engendre

L et vérifie le lemme,



Etudions le langage LO. Pour montrer que Lo n'est pas un langage de

Chomsky il suffit de prouver que, pour tout langage de Chomsky L sur TO :

L0 et L sont infinis ; supposons donc L engendré par une grammaire
G = (N,TO,::= ,X) satisfaisant au lemme, Tout mot a b ¢ dérive de X donc :
i A TE * nnn
(y e(NUT)T) (X >=—y>—abc)

c'est a dire :
(3 K PNSY e (N UTE)*,A(-_N) (y= AAN! ’A:::CF ,a b=\ ¢ A
Le nombre de regles étant fini nous pouvons . :

choisir n supéricur a la longueur da second membre de toute ragle :

n >\ ({/t
par suite Al + /\',| >2n
donc Al>n ou  {Xiyn,
étudions, par exemple, le cas |Al>n :
(3 et (A=a"bp)

ainsi A est facteur gauche de tout mot dérivé de 6 et n'est facteur gauche que

d'un seul mot de L _, donc de ¥ dérive un seul mot de L_; or, par hypothese,

0 0
de A dérivent plusieurs mots de L, donc de ¥y €galement et L0 est distinct de
L.

Une conséquence immeédiate est le résultat suivant :

3.4. 9 Proposition

a) L'intersection de deux langages de Chomsky n'est pas toujours un
langage de Chomsky,

b) Soit L un langage de Chomsky sur T ; le complément de L dans
* \{I\} n'est pas toujours un langége de Chomsky.

c) La différence de deux langages de Chomsky n'est pas toujours un

langage de Chomsky,
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| §
a) Sur le vocabulaire T -1 abc{ les langages L.= {a b cp\r§

P> 0\‘{ et L2 = {apb g \ n>»0 p> OJL sont des langages de Chomsky (LL=
n | e TS .
a’ b in>0 J {cI, et L, , transcrit de L, est un langage de Chomsky, donc
L2 = ffz 'est aussi), De plus :
LO = Llﬂ L2

b) Si le complément de L dans T*\{I\'} était toujours un langage de

Chomsky a) serait faux car
LﬂL_i([:L y; LL)

N. B. Naturellement le complément de L dans T* n'est pas un langage de

Chomsky car il contient /\,

c) Soit L un langage de Chomsky et posons :
L =(T*\{/\} yNL=1 L
T*\{N}
T}t \{A-)‘ est un langage de Kleene ne contenant pas. le mot vide ; donc L' est
différence de deux langages de Chomsky et, d'apres b), n'est pas toujours
un langage de Chomsky,
3.4, 10 Proposition

L'intersection d'un langage de Kleene et d'un langage de Chomsky
est un langage de Chomsky,

Soit un langage de Chomsky engendré par une grammaire

G=(N,T,::=,A ) avec N = rA T ,An'} . Posons :

1
L.(A,) = {O(éT 1 A, > ~()(}

Les L (Ai) sont solutions du systéme (S) associé & G (G est choisie

de facon que (S) vérifie la premiere condition d'unicité(3.12)) ; donc, avec les
notations habituelles :

Pi
pouri=1,...,n L{A)= Ll L(B
=1
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Soit, d'autre part, un langage de Kleene K sur T défini comme

image inverse d'une partie M' d'un monoide fini M :
K = k(u-l (M')  ou Yy est un homomorphisme de monoide,

Examinons les langages

-1
L(Ai)f\ \{) (m) pouri=1,,..,netmeM
notés L (Ai,m). Leur nombre est fini et ils sont caractérisés de la facon

suivante :

~ €L (A, ,m)
)
® gL (A) et LV(‘X) = m
1\‘,/,
3 iel l,pi])(3 ﬁl"' é s %q. ')(0(=[A51... /%l et ﬁke L(Blsj) pour k=1,, .. ’qij
ij ij

et Y ( ﬁl) . s L}}( ﬁq ) = m) (car § est un homomorphisme'

) ”
W

q..
gh 1 ij
T ,mq”,m &M pour k=1,,., ,qij)(O( EL(Bij,ml).. . L(Bij ,mq. )

(3m

i] ij

@1 5 e QAMJ’.
)

Ainsi les L (Ai,m) sont solutions d'un systéme d'équations, Ce nouveau
systeme vérifie, comme (S), la premitre condition d'unicité ; les L (Ai,m)

sont donc des langages de Chomsky ; or :

kNL(a)= U L (A,,m)
‘mgM!

Par suite K} L (A 1) est un langage de Chomsky,
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3. 5. Décidabilité des langages de Chomsky,
3.5, 1 Deéfinition

Un langage est dit décidable s'il existe pour lui un algorithme de

reconnaissance,

(Cette définition gagnera en clarté lorsque les "algorithmes' seront,
eux-mémes, dans un chapitre ultérieur, définis rigoureusement . Pour l'ins-
tant algorithme signifie intuitivement : méthode de calcul exécutable en un
temps fini).

Nous avons montré (2. 1, 5) que les langages de Kleene sont décidables ;
en est-il de m&me pour les langages de Chomsky ?

Soit L un langage de Chomsky engendré par G = (T ,N, ::=,X)

et soit A &T’E :
o&l G X>~x—- T
Envisageons le graphe infini, M= ((TUN)JEQ»—- ); K est motde L si
et seulement si il existe un chemin d'origine X et d'extrémité < dans "5 or
tous les mots d'un tel chemin sont de longueur inférieure ou égale a |o( |
{32.4) ; par suite & est mot de L si et seulement si il existe un chemin d'origine
X et d'extrémité & dans le sous graphe fini de T dfini sur les mots de-lon-

gueur inféricure ou égale & X |

Or il existe des algorithmes généraux étudiant l'existence de chemins

pour les graphes finis (c.f, cours de théorie des graphes)., D'ou 1'énoncé :

3. 5. 2 Théoréme

Les langages de Chomsky sont décidables,
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Insuffisances de ce qui précede :

1) La démonstration que nous venons de donner ne conduit pas a des
algorithmes rapides ("performants'); clle n'est donc pas directement
applicable.

2) Parmi les chemins de X & & , c'est & dire les dérivations de
X a X, nous allons montrer sur les exemples suivant que certains sont
essentiellement différents et d'autres non, Or 1l'étude faite ne permet pas de
les distinguer :

a) Soit L = { anbncp{ n>’0 , p)O} muni de la grammaire
G = [N,T,::= X) avec

X = A‘i Al ¢
A ::= 2aAbl ab
C = CC! c

2 2 A z P . . -
Le mot a b ¢ peut &tre engendré par les dérivations suivantes :

X X X
A C AC AC
aAb C aAb C Ac
aabb C afAbc aAb c
aabbc aabb c aabb c

qui sont toutes lides au m&me ''schéma arborescent' :

; / . ‘\A

A
A
/\

il est naturel de considérer que ces dérivations ne sont pas essentiellement

différentes,
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b) Envisageons la phrase francaise :
La pompiste regarde la fille de la voisine qui acheéte une voiture .
Elle peut &tre engendrée pour la grammaire qui suit (les symboles non termi-

naux sont soulignés ; leur signification est la m&me qu'en (32 23)) :

regarde , achete

n

P =GN GV
GN :=A N|GN de GN | GN SR
A = lal une

_I_\.I_ = pompiste | fille| voisine‘ voiture
SR = R GV

R = qui

GV = V. GC

X

GC

o

Une premieére fagon d'engendrer la phrase est d'utiliser les dériva-

tions qui conduisent au schéma arborescent :

—~ £ .
// \\
PN AN

A N v GC

i | '!

| ! ‘!

la ompiste d e - i s A e N Y o e
| pomp regar i/ aN
& , S T~
‘ -~ GN de GN

7~ ! ‘\_\‘
l/ ,/ \ 1/ \*'\\~
| A N GN SR
, | / N S e
la fille A N R GV
| l ~
la  voisine qui v GC
| |
1}
achete GN

TP
-1Z

i

|

{

]

|

|

|

)

' 7
| N
]

|

L

i
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Mais en utilisant autrement les régles , nous pouvons remplacer la
partie encadrée par :

SRt e ke S o i i i

E =
| GN l
5 AT ey :
: GN SR |
\ |

: g e 7 \ :
¥ t

| GN de GN R GV |
\ ~ i

| I\ T | 7 *
LA N A N qu ¥ GC ;
| \ | | | |
: la fille la voisine achete GN ‘
| 7N l
! £ N !
| \ T i
bl o M e e g an, o HRE __oit_ur_ _:

Il est naturel de considérer . les dérivations conduisant aux deux
schémas comme essentiellement différentes, La phrase possede d'ailleurs de
significations différentes, associées a deux analyses différentes, selon que
c'est la voisine , ou sa fille, qui achete une voiture,

Donc pour analyser un mot dans un langage de Chomsky, il n'est pas
suffisant de trouver les dérivations permettant de le construire ; il faut aussi
étudier les schémas arborescents liés aux dérivations; C'est l'objet du

chapitre 5,



CHAPITRE 4 : |

GENERALISATIONS des LANGAGES de CHOI\/ISKYJ

Pour généraliser les langages de Chomsky on peut élargir la défi-

(%)

nition des grammaires ; cependant certaines extensions de la notion de
grammaire ne modifient pas l'ensemble des langages engendrés ; ainsi en
faisant les hypotheses suivantes sur une grammaire G on engendre seulement
les langages de Chomsky :

- La grammaire G admet des axiomes qui forment un K-langage

(ou un C-langage).

- Les o tels qu'il existe A,A::=X forment un K-langage ne conte-

nant pas A (ou m&me un C-langage).

en Algol, par exemple, la regle :
(1) <identificateur > ::= <lettrey | < identificateur> < 1ettre>,<identiﬁca.teur>

{chiffre>

‘peut &tre remplacée par :

(2) <identificateur)> ::= ¢lettred (< lettre> | «chiffre> )1"E
ce qui signifie qu'a droite on peut avoir n'importe quelle suite de lettres ou
de chiffres commencant par une lettre ; cette présentation a 1'avantage de
rendre mieux compte de la réalité sémantique (Si TRUC est un identificateur
ALGOL il n'est jamais considéré, en pratique, comme l'identificateur TRU
suivi de C ainsi que le suggere (1)),

Nous allons voir d'autres extensions de la relation de production
(toutes les autres définitions demeureront semblables) qui conduisent & des

extensions véritables des langages engendrés :

4, 1. Le second membre d'une regle peut &tre vide.

Soit une grammaire G = (T,N,::=,X) ol les couples tels que An:=(
vérifient A ¢ N et < eV*.
Le langage L (G) engendré par G est un langage de Chomsky ou sa réunion

avec le mot vide;

(%) Pour éviter toute confusion nous appellerons, dans ce chapitre,
"grammaires de Chomsky'' les grammaires définies en (3, 2. 1)
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Nous allons construire une grammaire de Chomsky G', associée a G

et telle que LiG)=L{G')}) eou L{G)=L (G')U{/\“f . Soient

"A€EN! A,»-—EE .’\‘T ; - G = (T,N,::'=,X) ou la relation ::t est définie par :
G <

VYAeN, Y3 ,..., R evuin ke B 23 (3 .
( Loyt 3 ,1’ .-:‘lvq v 1 ?\‘ ) Az /lool /’3q~./( Bl,ooo ,qu’.v)

= = - i = . = Avv= 3. 8)
((ﬁ‘*l Bi ou(ﬂ\i et BieNO) pouri=l,..; ) et{31,1£iK9 [3 B) ')c( )

*(A"'.: B sen B )

Ainsi A n'est jamais second membrec de ::'= et G' est bien une grammaire

de Chomsky, D'apres la définition :

Auky => A>z Y

: * '
fortiori \-—- { i
a ortiori Y = &(>-——G Y (1)
car }i_ est le plus petit préordre compatible avec la concaténation, qui
Gl
contient la relation ::= .

Réciproquement montrons que :

A}-—’éwx ot Y#AA => a %;. ¥ (2)

Procédons par récurrence sur la longueur n de la dérivation; pour n = 0
(2) est trivifllement vrai, Supposons (2) pour des dérivations de longueur
inférieure a n et soit ¥ non vide dérivant de A par une dérivation de longueur
- *
: IB.,is,B € VULN) Y (A =B ..i B S>—— )
n {5 1 q M ) ( 1 q> = K)
Par suite \0/ peut s'écrire Xl o afq de maniére que ?ji dérive de

Bi par une dérivation de longueur inférieure ou égale a celle de la dérivation

de B,... B 3 - (3, 2. 5); donc
. a2 Y ( ) ,

Bi >—}é.q ¥ pour i= 1,::..9

et, par hypoth®se de récurrence : si b/i =7é-/\- alors B %T ¥i

et A ::= /31..-.- /?q avec f;‘-i=Bi 51bf <L et [3 =/ sinon —é&:p:lﬁ.,



w B

il existe un Ki non vide car bf est non vide dewsorteTgues;

ke Qo
foaps—
et pour tout /g. non vide /'2.» )._i,._ ¥ s
1 5 | G' L
finalement A >__.~ Y ce qui prouve (2)
G‘ }
Par conséquent si X & N0 L (G) ={ ¥iX >—-—-— 2(%
by 3 sl
=§ AR SR (G') (1) et (2)
i - _(/\11}, et 2 * ’I
Sal g *
=inuy | xoEer) (1) et (2)

2 {/\} L) o1, (G")

Ce qui acheve la démonstration,

Regles générales de production (grammaires semi-thuciennes)

Une généralisation beaucoup plus importante consiste a prendre pour
couples en relation ::= une famille finie quelconque de (V*\ {’\} )x Vx.
On démontre qu'on engendre ainsi des langages indécidables ce qui diminue
1'intéré&t pratique de cette généralisation, Cependant si les reégles sont du type
B 2= ﬁ" K evi {,‘3 " ['-.?er et |od] <} P
les langages engendrés sont décidables (la démonstration de 3, 5, 2 subsiste) :

ce sont les langages contextuels engendrés aussi par les grammaires

contextlielle s :

Définition

Une grammaire contextuelle (context sensitive grammar)

G = (N,T,::=,X) est une grammaire dont les regles sont du type :

oADMY = XA M, X", eV, AcN, £ A



Le nom de ces grammaires rappelle que lorsqu'unec regle
ot AN n= ! ﬁs X' est appliquée, A n'est remplacé par 2 que s'il est
environné par le contexte (&', XX '),

Les grammaires de Chomsky sont des grammaires contextuelles
particulieres,

On peut démontrer que le langage { anbncn% est un langage contex-

~

tuel; il en résulte que 1'ensemble des langages de Chomsky est strictement

inclus dans l'ensemble des langages contextuels;



CHAPITRE 5

RAMIFICATIONS

5. 1, Introduction

Dans de nombreux domaines du traitement de l'information, on emploie
des''structures arborescentes', avec éventuellement plusieurs racines,
souvent orientées '"de gauche i droite' et dont chaque noeud est étiqueté par
un nom appartenant 3 un certain alphabet (figure 1). En particulier, la
théorie des langages conduit a3 considérer des ensembles de telles structures
comme de véritables '"langages a deux dimensions', L'étude qui suit présente
une formalisation permettant de traiter algébriquement ces objets, nommés

ramifications.

I\, A

AN A
2

E A

g —€=Q

Ramification

Figure 1
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5,1 D&finition des ramifications sur un ensemble V :

5.1.1 Arborescence {BERGE, 1958). On appelle arborescence

un graphe fini sans circuit tel que :
a) i1 existe un point a qui n'est extrémité d'aucun arc ;
b) tout point x # a est 1'extrémité d'un arc unique.

a s'appelle la racine de 1'arborescence.

Arborescence de racine 1

Figure 2

5.1.2 Orientation d'une arborescence : Une orientation d'une

arborescence (E,f‘)(l) est un ordre partiel 0 dans 1'ensemble E

tel que :

a) les restrictions de 0 & chacun des ensembles T (x) (x€&E)
sont des ordres totaux ;

b) si yeT (x) et z ¢ 7" (x), y et z ne sont pas comparables
par la relation 0.
Un triplet (E, ,0) o0 (E, ™) est une arborescence et 0 une

de ses orientations s'anpelle arborescence orijentée.

)Rappelons qu'un graphe est un couple (E,") formé d'un ensemble E
(ensemble des points du graphe) et d'une relation binaire © Jdauws o,
on note M(x) 1'ensemble des ye¢E tels que xDy.
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5oient deux arborescences orientées (E, U, 0) et (E', ™, 0') ;

un isomorphisme de Ta premi2re sur la deuxiéme est une bijection

h de E sur E' telle que
(Vx,y €E) [(x Py essh(x) © h(y)) et (x0y &=sh(x) 0 h(y))}

5 .1.3. Pseudo-arborescence sur un ensemble V. Etiqueter les points

d'une arborescence par des éléments d'un ensemble V revient a dé-
finir une application de 1'ensemble des points de 1'arborescence

dans V. Mais i1 est souhaitable que deux arborescences orientées

" isomorphes, dont les points qui se correspondent dans 1'isomorphisme

ont méme &tiquette, déterminent Ta méme ramification. Aussi sommes-
nous conduits & la définition suivante :

Soit un ensemble V. Dans 1'ensemble des couples (I,f)
formés par une arborescence orient@e I dont les points sont des
entiers, et une application f de 1'ensemble des points de I

dans V, introduiscns la relation d'équivalence ¢

(I,f)o(I',f')e2{1 existe un isororphisme h de I sur I' tul
que ¥ = f' oh.

Une pseudo-arborescence sur V est une classe de cette
équivalence. |

Elle pourra étre représentée par 1'un de ses couples (I,f).
On aﬁpe]le ordre de cette pseudo-arborescence le nombre des points
de 1'arborescence I ; pour chaque A€V, on appelle nombre d'occu-
rences de A dans la pseudo-arborescence le nombre de points x de I
tels que f (x) = A : 1'ordre est 1z somme des nombres d'occurences

des divers é&léments de V.



Une pseudo-arborescence d'ordre 1 sera identifiée & 1'unique
Elément de V qui y posséde une occurence. Ainsi 1'ensemble V est
contenu dans 1'ensemble des pseudo-arborescences sur lui-méme.

L'ensemble des pseudo-~arborescences sur V sera noté Q V).

5.1.4. Ramifications sur un ensemble V : Hous appeilerons ramifica-

tion sur V toute suite finie de pseudo-arborescences sur V. L'en-
semble des ramifications sur V, c'est-d~dire Te monoide libre déduit
de T'ensemble des pseudo-arborescences sur V, sera noté V. La loi
de composition de ce monoTde sera appelée produit et notée —

1'éiément neutre de cette 101 sera nommée ramification vide et noté ~

”

La figure 3 schématise deux ramifications r' et r" et

Teur produit r' __yr".

A A F A A F
X INON S A KN
/ /.\ /n\" c
A 3 A B A B A
P P! et
figure 3.

Par d&finition :

- 1a longueur d'une ramification est le nombra des pseudo-arbores-

cences qui Ta constituent ;

- 1'ordre d'une ramification est la somme des ordres des pseudo-

arborescences qui Ta constituent ;

- le nombre d'occurences de A<V dans une ramification est Ta somme

des nombres d'occurences de A dans les pseudo-arborescences qui

1a constituent.
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De méme qu'on appelait langage sur V toute partie d- V*,

on appellera bilangage sur V toute partic de V. Comme V est inclus

dans CYv), v* est inclus dans V et tout Tangage est un bilangage ;

" %
en génfral, nous noterons aussi ——>» Tla concat&nation dans V™.

La définition des ramifications sur V est relativement
complexe. La théorie algébrique qui suit permettra d'engendrer les
ramifications de¢ v d partir de V grédce au produit et & une loi
de composition externc, et ensuite de ne plus gudre employer expli-
citement 1a définition.

Etude algébrique de V.

5.2.1. Enracinement : Ce sera une loi de composition externe &

opérateurs dans 1'ensemble V, notée T avec opérateurs 3 gauche :
intuitivement, la ramification AT r est la pseudo-arborescence
obtenue en adjoignant & r une racine d'étiquette A. La figure 4

présente BMr' et At r", r' et r" &tant prises sur la figure 3.

B

BTr

B
Fivgurc 4
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Soit une ramification v sur V, et un @lément A de V.

Si r est la ramification vide, Afr = A,

Supposons que r est une suite de pseudo~-arborescences
(Ei’ F}, Oi’ fi),pour i=1,2, ... » n ; on peut toujours
supposer les ensembles Ei deux a'deux disjoints ; désignons par
2y 1a racine de (Ei’ rg). Afr est 1a pseudo-arborescence (t, 0,
0, f) définie par :

- E est la réunion des Ei et d'un €lément a n'appartenant &

aucun Ei H

1]

= x Pye= (1 1) (x T, y)ou({x=aet (1) (y=2;));
= X0 ye=s(31) (x 05 y) ou ({31, §) (1&J et x = a, ety=aj)'?
- f(x) = f, (x) si x€E;, F(a) = A .

i

On voit aisément que ATr est bien une psceudo-arbo-
rescence et que réciproguement

5.2.2. Proposition : Pour toutec pseudo-arborescence s sur V,

!
{11 existe un élément Ade V ot un seul, une ramification

i
‘r sur V et une seule, tels que s = ATr,

8

5.2.3. Binoide sur un ensemble V : On appelle binoide sur un

s

ensemble V un ensemble muni d'une Toi de composition interne

associative, admettant un &lément ncutre et d'une loi de compo-

| A

[sition externe a4 opérateurs dans V. V est donc un binoide sur V.
T De méme que pour les structures algébriques classigues,
on définit un sous-binoide de P comme une partie §B0 de % qui
contient e et qui est stable pour —set % (si r 64%, s € By,

AeV, alors r-——ss € %0 et Atre @).
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Dans la suite les deux lois d'un binoTde sur V seront,
en général, notées el f. 1'élément neutre sera noté e, sauf
pour V dont 1'élément neutre est A,

Si ® et &' sont deux binoides sur le méme ensemble V,

un homomorphisme de binoides (ou, simplement, homomorphisme) de L

dans @ est une application y de D dans P, telle que, pour r et s
dans @ et A dans V
Y {r —s) = W(r) —sw(s); wie)=e ;s WA r) = AR W(r).

Propriétés fondamentales de § « De ta définition des ramifications

comme suites de pseudo-arborescences et de la proposition 2.2.2, il
résulte immédiatement :

2.3.1 Pr._position : Pour tout re.ﬁ, non vide, i1 existe A€V,

Pa) Pal
r'e V, r*" &V uniques tels que
r=r' s (AR ")
. » ,\
On en déduit un principe de récurrence dans ¥V :

5.3.2 Principe de récurrence : Soit P un prédicat tel que

a) @(A) soit vrai

by (VreV, ac OV)) (F(r) et ®(a) :@r —3d))

c) (Vre¥) (VAeV) (P(r) =—sP(ATr)) 3

alors, G (r) est vrai pour tout reV.
On montre que é?(r) e¢st vrai en raisonnant par récurrence

sur 1'ordre de la ramification r, grdce & la prqposition 2.3;1.
soit $un sous-binoide de v . en utilisant le principe

de récurrence, on voit que toute ramification sur V appartient

Py
a B, autrement dit que R=V V ne contient aucun scus-binoide

autre que lui-méme. En particulier, 1'ensemble des ccmbinaisons
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finies, par et 4, d'éléments de V, qui est un sous-binoide

”~ A
de V, est égal & V : toute ramification sur V est une combinaison

finiec par_set f , d'éléments de V.

Exemples : Pour les ramifications de la figure 3
et = AN (B (CA(A —=B)))
r (A 4 (C —»D)) —s(F 2 ((6 A (A _B)) —5C)).

5.3.3. Les applications de ¥ dans un ensemble E seront commodément

]

définies par récurrence. Plus précisément :

Théordme : Soient un ensemble E, un &lément ¢ de E, deux appli-
‘cat1ons £, de Vox QL(V) x E2 dans E et f, de V X YV x E dans E.
'I1 existe une application A et une seule, de V dans E, telle que :
a) A (A) =

by (Vref) (Vae Q) [Mr—a) = f (rs 2 A(r), A ()]
©) (YAev) (Vre¥) [hAatr) = £ (A1 M)

I
|

—

On en déduit aiseément :

5 .3.4. Théoréme : Pour tout binoide 8% syr V, i1 existe un homo-

im rphxsme de binoides et un seul de V dans & .

Ce résultat conduit @ nommer V binofde libre sur V.

Nous définirons maintenant par récurrence quelques

applications simples.

5.3.5. Mot des racines d'une ramification : Appelons mot des

racines de r eV le mot p(r) sur le vocabulaire V défini par :

E(A) = A5 plr—s) = E(r) —>P(s) 5 p(ATYF) =

$i le mot des racines de r est A] o An, Ai est appelée

- O ‘) 3
1a §&Me Lacine de r.

par axemple, le mot des racines da la ramification

r‘__sr", prisc cans la figure 3, est AAF.



5.3.6. Proposition : Soient o' et A" deux mots sur V et une

ramification r dont le mot des racines est ol'ese(" i1 existe deux
ramifications r' et r", chacune unique, telles que e(r') = ',

e résuitat se démontre par récurrence sur la longueur de K "),

gh”)=d“etr= L L
£.3.7. Mot des feuilles d'une ramification : Appelons mot des

feuilles de r Te mot Y(r) sur V tel que :

WA) = Ay W«Pfuas) = P(r) —Ys) ;
Y{ATr) = Siw(r) #A alors “Ar) sinon A.

S1 Te mot des feuilles de r est A] cen An, on dit que

Ai est la iéme feuille de r.

Sur Ta figure 3, par exemple : {r' __,r") = BABCDABC.

5.3.8. Families d'une ramification : Pour la ramification r' ._pr"

de 1a figure 3 nous dirons que le mot CD est une famille de prédé-

cesseur A, que le mot vide est une famille de prédécesseur D.

Soit A un élément de V et FA 1tapplication de v dans
T'ensembie T (V*) des parties de V¥ définie par :

Fp (N) =8 5 Fy (rs) = Fp (r)uFy (s)

Fp (BMr) = 818 = A alors Fp (r)u {{v(r)} sinen Fy (r).

Par définition !-"ﬁ (r) est 1'ensemble des familles de

prédécesseur A dans r.

Sur Ta figure 3, par exemple, FA (rie—sr") = {b~—,c,
c“"""“?D; A}o
Y. Pt F, garderons 1a méme signification dans tout ce

qui suit .
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5. 5, Application a l'analyse syntaxique

5, 5. 1 Définition

Soit G = (T,N,::=,X) une grammaire ; une ramification r est engendrée

au sens large par la grammaire G si :

a) Chacune de ses familles non vides o de prédecesseur A vérifie A 1=K,

b) @ (r) E_T*

Une ramification r de 1'ensemble ¢ (G) des ramifications engendrées au

sens large par G est dite engendrée au sens strict (ou, simplement, engen-

drée ) si (© (r) est X. L'ensemble des ramifications engendrées au sens

strict par G est noté J(G).

Les ramifications de Jf(G) sont donc des pseudo-arborescences.

5. 5.2 Théoreme
Le langage engendré par une grammaire G est l'ensemble des mots des

feuilles des pseudo-arborescences engendrées par G.

Nous allons montrer, en fait, la propriété suivante, qui se prete mieux
au raisonnement par récurrence, et dont découle immédiatement le théoreme :
34 % * * = . >
(F o e VE, ReT™) ar2p)e=> (3 re £(q) (plr) =X et ¢p(r) = p
Supposons qu'il existe une dérivation de &( a f) ; soit n sa longueur,

Pour n=0, si ™ =‘5 =N\ alors r =N répond a la question, si
g B~ .0 2B .

=R =B.... B (B, & T) il suffit de choisir r = )
1 q i 1

Admettons la propriété pour toute dérivation de longueur n - 1, Une dérivation

de longueur n de o & (>. s'écrit :

oz A AR B )wof A )i.ﬁ o A =) et ol une dérivation de longueur n - 1

fait passer de A\ Y Ya 3.
1



= 79 -

Par hypotheése de récurrence il existe une ramification r telle que

e (r) = A Y'}\'
g_g)(r) = (3)

1 N PR 72 1 2 . .
d'apres la proposition 5,3 5, r s'écrit :

= O, =A = s =)0

T =T 3 T, T, avec (D(rl) , (,D(rz) Y C(r3) A
; Ve, s (A

Soit e (A rz) -3 Fy

Alors e () = F(rl) (J (AT rz) ( (r3) = hAN £ ol

-

() = @) plr,) @lrz) = Plr) = A

de plus r' est engendrée au sens large par G car
a) les familles de r' sont celles de r et p(rz) =7 » famille de prédé~

cesseur A qui vérifie A = K .
b) Cp(r') = (% est élément de T*,
Envisageons la réciproque en appliquant le principe de récurrence sur

alors (g(r) = &f (r) =/\. et la propriété est vraie,

no M= g(r) =P (r') @ (r')

pour ¥ =J\

Pourr=r'_sr

B= @ =pu) ¢

E(r') ‘-,._*._ (E (r') et G(r”) >f_._ (‘F(r”)

par hypothese de récurrence :

donc, par concaténation o > /C :

Pour r = AT r', si r' est vide Cﬁ(r) = (J(r) , donc @(r) >_*.. Cf (r)

@ (r) = (,F(r'); par hypothese :

si r' n'est pas vide

(,)(r')>_f_cf(r') et r {-_’é@(G) donc A ::= (D(r'), par suite :

*
v O S (f)(r') ce qui acheve la démonstration,
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5. 5. 3 Le probleme de l'analyse syntaxique

Soit une grammaire G et T son vocabulaire terminal, Effectuer

- 1'analyse syntaxique d'un mot X sur T pour la grammaire G, c'est trouver

l'ensemble des ramifications de ¥ (G) dont & est le mot des feuilles, autre-
ment dit I'ensemble %-1 (o) N F(G).

Cet ensemble est non vide si, et seulement si, (X appartient au langage
L (G) engendré par G, S'il existe un mot X pour lequel cet ensemble contient
plus d'un élément, on dit que la grammaire G est ambiguié,et quexX est
ambigu pour G.

L'ambiguité d'un mot o dépend donc de la grammaire qui l'engendre ;
toutefois il existe des langages dont toute grammaire est ambigué ; c'est le

cas, par exemple, du langage de Chomsky

~ ; - -

L = {anbnapi n>o0, p>o} U {aPb%”| ny0,p>ol surv= {apy .
L J }

On montre , en effet, que, quelle que soit la grammaire G engendrant T

n.n n '
les mots a b ¢ sont ambigus pour G,



PAGE

28
32
37

45

51
62

66
74-75

75
78

LIGNE

11-13-14

7

10
19

20

10

ERRATA

TEXTE

o
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Enfin les inégalités :

A::‘l\'}cp A::=€5)
ns 0

X::= Ac JA| ¢

% (r - a)
. *
o (r) T

CORRECTION

a
(2.5.5 )
réflechi

v

M!
‘M

(2.8.5)
= {((S, al; s e»

Enfin i et y peuvent étre
choisis de fagon que :
ordre [3(®)as (P] =
ordre{ E'iAF'J = laf e

supprimer et elles seules"
ajouter et o = 8132. e 8
A::g'(p &S An=y
ny 0
X:i:= AC |A] ¢
ajouter : et (A::=B1. . Bq)

qj

inverser 1l'ordre de la der-
niére phrase p. 74 et de la
premiére p. 75.

=g-)(r—»a)
o (r) ¢ T*
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