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Definition et Etude des Bilangages Reguliers

C. Par BT A. QUERE

Institut Universitaire de Calcul Automatigue, Université de Nancy, Nancy, France

The paper presents a definition of “‘arborescent structures” (or
ramifications) enabling to process them algebraically. ‘“Languages”
formed with ramifications are defined and we eall them “bilanguages.”
The notion of regular language is then generalized into the notion of
regular bilanguage. These regular bilanguages are compared to those
generated by context-free grammars. Their properties are demon-
strated; especially, a theorem analogous to Kleene’s theorem on
regular languages is stated.

INTRODUCTION

Dans de nombreux domaines du traitement de information, on
emploie des “structures arborescentes”, avee éventuellement plusieurs
racines, souvent orientées “de gauche & droite” et dont chaque noeud est
étiqueté par un nom appartenant & un certain alphabet (Fig. 1). En
particulier, étude des langages conduit & considérer des ensembles de
telles structures comme de véritables “langages & deux dimensions”, que
nous appellerons ici des bilangages (cf. par exemple Bar-Hillel et al.
(1961), Ginsburg (1966), Lucas (1967)).

Dans Pétude qui suit, aprés un rappel succinct des principales propri-
étés des langages réguliers, ou langages de Kleene (§ 1 ; & ce sujet le
lecteur pourra consulter Gross et Lentin, 1967), on présente une formali-
sation qui permet de traiter algébriquement ces structures aborescentes
nommées ramifications (§ 2). On généralise ensuite la notion de langage
régulier en celle de bilangage régulier (§ 3) ; en particulier on compare
les bilangages réguliers 4 ceux qui sont engendrés par les grammaires
“context free” (§ 4).

Parmi les propriétés des bilangages réguliers on peut distinguer celles
qui sont des extensions directes des propriétés des langages réguliers :
propriétés booléennes, stabilité pour le produit et Vopération étoile
(§ 5 et 6), de celles qui sont propres 3 la “nouvelle dimension” des
bilangages et lides & la possibilité de greffer un bilangage sur un autre
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Ramification

Fia. 1

(§ 6). Ces derniéres interviennent naturellement dans I’extension du
théoréme de Kleene aux bilangages réguliers (§ 7).

Les définitions et théordmes 24.1, 4.2 ef 4.8 sont énoncés par Pair
(1967) qui indique aussi d’autres résultats, non repris ici, se rapportant
a 'analyse syntaxique. Grice & ’amabilité de M. Werner, les auteurs
ont eu récemment connaissance de I'étude de Thatcher (1967) qui
énonce en particulier ces théorémes, ainsi que du travail de Thatcher et
Wright (1966) : ces deux théories entrent dans le cadre qui va &tre
présenté (ef. 4.4, note).

Dans toute I’étude, V' désigne un ensemble fini appelé vocabulaire. V*
est le monoide libre engendré par V, c¢’est-a-dire ’ensemble des suites
ﬁnies*d’éléments de V {ou mots sur V') ; un langage sur V est une partie
de V".

1. RAPPELS SUR LES LANGAGES REGULIERS

1.1 DérinrrioNn BT TEREOREME. Elant donné un emsemble V, un langage
K sur V est appelé langage régulier ou langage de Kieene sl satisfait
o Pune des deux conditions équivalentes :

(1) 4l existe un monoide fini M, une partie M' de M et un homo-
morphisme de monoides p de V* dans M, tels que K = w (M.
(2) 4l existe un automate fini acceptant K.

On trouvera une définition des automates finis dans Rabin—Scott
(1959). La notion d’automate fini peut é&tre formalisée de la manidre
suivante : appelons mémoire sur V un ensemble S muni d’une loi de
composition externe 4 opérateurs dans V notée-:

(S;A) € SX VesAdeS.
Par exemple V* est une mémoire sur V en posant, pour & € V¥etA € V:
o oA = ad.
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Un homomorphisme de mémoires de V* dans S, mémoire sur V, est
une application ¢ de V* dans S telle que :

{(ad) = t(a)-4.

Dans ces conditions, (2) est équivalent & assertion suivante :
(3) 4l existe une mémoire finie S, une partie S de 8 et un homo-
morphisme de mémoires ¢ de V* dans S tels que K = ¢ (8').
1.2 Langage local. Etant donné deux sous ensembles D et F de V et un
sous-ensemble 7 de V7, Pensemble des motsnonvides Ay ... 4, (4;€ V)
tels que

A1 €D, A €F et (Ai,Ain)€r  pouri=1,---,n—1

est un langage régulier. On Pappelle langage local ; il sera noté [D, -, F).
D sera appelé ensemble des initiales, F ensemble des finales et r ensemble
des transitions.

Les langages réguliers sur un vocabulaire fini sont les transformés
des langages locaux par un homomorphisme entre monoides libres.
Pour les langages réguliers qui ne contiennent pas le mot vide, cet
homomorphisme peut toujours étre ume transcription, ¢’est-d-dire un
homomorphisme qui transforme toute lettre en une lettre, autrement dit
tout mot en un mot de longueur égale. I en résulte que, pour prouver
une propriété sur les langages réguliers, il suffit de s’assurer qu’elle est
vraie sur les langages locaux et qu'elle est conservée par transeription.
Clest en ¢'inspirant de cette méthode, par exemple, qu’on peut prouver
le théoréme suivant :

1.3 Tuforime pE KLEENE. L’ensemble des langages réguliers sur un
vocabulaire V est le plus petit ensemble X de langages sur V tel que :

(a) XK continent les langages finis ;
(b) 8¢ K e K appartiennent o ®, KUK', KK’ et K* appartien-
nent ¢ %.*

2. DEFINITIONS PRELIMINAIRES : RAMIFICATIONS, BILANGAGES,
BILANGAGES GRAMMATICAUX

2.1 DEFINITION DES RAMIFICATIONS SUR UN ENSEMBLE V

2.1.1 Arborescence (Berge, 1958). On appelle arborescence un graphe
fini sans circuit tel que :
(a) il existe un point ¢ qui n’est extrémité d’aucun are ;

! Notations : KK' = {aa’ |a € K, o' € K'} ; K*= U K.

P=0
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Arborescence de racine 1

Fia. 2

(b) tout point z 5 a est I’extrémité d’un arc unique.
a s’appelle la racine de 1’arborescence.
2.1.2 Orientation d’une arborescence. Une orientation d’une arbores-
cence’ (E, T') est un ordre partiel O dans 'ensemble E tel que :
(a) les restrictions de O & chacun des ensembles I'(z) (z € E)
sont des ordres totaux ;
(b) sty € T'(z) et z ¢ T'(x), y et z ne sont pas comparables par la
relation O.
Un triplet (E, T, O) ol (E, T') est une arborescence et O une de ses
orientations s’appelle arborescence orientée.
Soient deux arborescences orientées (E, T, 0) et (E', I', 0') ; wn
isomorphisme de la premidre sur la deuxiéme est une bijection 4 de E sur
E' telle que

(Vz,y € E)[(2Ty < h(z)I'h(y)) et (20y < h(z)0'h(y))l.

2.1.3. Pseudo-arborescence sur un ensemble V. Etiqueter les points d’une
arborescence par des éléments d’un ensemble V revient & définir une
application de ’ensemble des points de I’arborescence dans V. Mais il
est souhaitable que deux arborescences orientées isomorphes, dont les
points qui se correspondent dans l'isomorphisme ont méme étiquette,
déterminent la méme ramification. Aussi sommes-nous conduits 3 la
définition suivante :

Soit un ensemble V. Dans ’ensemble des couples (I, f) formés par une
arborescence orientée I dont les points sont des entiers, et une applica-

2 Rappelons qu’un graphe est un couple (F, T') formé d’un ensemble F (ensemble
des points du graphe) et d’une relation binaire I' dans F ; on note I'(z) ’ensemble
des y € E tels que zI'y.
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tion f de ensemble des points de I dans V, introduisons la relation
d’équivalence :

(I, f) ~ (I', §') « il existe un isomorphisme % de I sur I' tel que
f=1F5oh?

Une pseudo-arborescence sur V est une classe de cette équivalence.

Elle pourra étre représentée par I'un de ses couples (I, ). On appelle
ordre de cette pseudo-arboreseence le nombre des points de ’arborescence
I ; pour chaque 4 € V, on appelle nombre d’occurrences de 4 dans la
pseudo-arborescence le nombre de points z de I tels que f(z) = 4 :
Yordre est la somme des nombres d’occurrences des divers éléments de V.

Une pseudo-arborescence d’ordre 1 sera identifiée & 'unique élément
de V qui y posséde une oceurrence. Ainsi Uensemble V est contenu dans
Pensemble des pseudo-arborescences sur lui-méme.

L’ensemble des pseudo-arborescences sur V sera noté a(V).

2.1.4. Ramifications sur un ensemble V . Nous appellerons ramification
sur V toute suite finie de pseudo-arborescences sur V. L’ensemble des
ramifications sur V, ¢’est-2-dire le monoide libre engendré par Pensemble
des pseudo-arborescences sur V, sera noté V. La loi de composition de ce
monoide sera appelée produii et notée — ; Pélément neutre de cette loi
sera nommée ramification vide et noté A,

La figure 3 schématise deux ramifications » et 7" et leur produit
7" . 7'/’.

Par définition :

la longueur d’une ramification est le nombre des pseudo-arbores-
cences qui la constituent ;

Pordre d'une ramification est la somme des ordres des pseudo-
arborescences qui la constituent ;

A A r A
/\\ c /%\ G
c (o] o & ¢ B ¢ D c
A B A B
\ B A

T el Pty
Fi1c. 3

3 Le signe o désigne la composition des applications.
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le nombre d’occurrences de A €V dans une ramification est la
somme des nombres d’oceurrences de 4 dans les pseudo-arborescences
qui la constituent.

De méme qu’on appelait langage sur V toute partie de V7, on appel-
lera bilangage sur V toute partie de V. Comme V est inclus dans @(V),
V* est inclus dans V et tout langage est un bilangage.

Le produit et le produit itéré (ou opération étoile, c¢f. 1.3) sur les
langages sont prolongés aux bilangages de la facon suivante : si L et L’
sont deux bilangages sur V

Lol ={r—¢|rcL,+ecL}

est appelé produit de L et L' ; en posant L' = {A} et L? = L*7 — L
pour p > 1, on peut définir

L*=Ur?
p=0

appelé produit itéré de L.

La définition des ramifications qui vient d’étre donnée, si elle est
intuitive, n’en reste pas moins relativement complexe. La théorie algé-
brique qui suit permettra d’engendrer les ramifications de V & partir de
V griece au produit et & une loi de composition externe, et ensuite de ne
plus guére employer explicitement la définition.

2.2 ETUDE ALGEBRIQUE DE V

2.2.1. Enracinement. Ce sera une loi de composition externe & opéra-
teurs dans I’ensemble V, notée T avec opérateurs & gauche : intuitive-
ment, la ramification 4 T 7 est la pseudo-arborescence obtenue en
adjoignant & 7 une racine d’étiquette A. La figure 4 présente B T 1’ et
A 11", et r” étant prises sur la figure 3.

Soit une ramification » sur V, et un élément 4 de V.

A B

B T x" AT 4
Fia. 4
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Sir est la ramification vide, A T r = 4.

Supposons que 7 est une suite de pseudo-arborescences (#;, I's, O:,
fi),pourz= 1,2, ---, n;on peut toujours supposer les ensembles E;
deux & deux disjoints ; désignons par a; la racine de (F;, I';). A T rest
1a pseudo-arborescence (E, T, O, f) définie par :

E est la réunion des E; et d’'un élément ¢ n’appartenant & aucun
E,‘ 3

Ty < () (zTwy) ou (z=a e (FA)(y=a));
20y = (Fi)(20:y) ou @, NELF et z=a e y=a;;
f(x) =fiz)sizx € E;, f(a) = A.

On voit aisément que A T r est bien une pseudo-arborescence et que
réciproquement :

2.2.2. ProposiTioN. Pour toute pseudo-arborescence s sur V, il existe
un élément A de V' et un seul, une ramification v sur V et une seule, tels que
s=A4 7 r

Si L est un bilangage on notera 4 T L le bilangage {4 T r|r € L}
et, pour £ € V, E T L désignera le bilangage {4 T r| A € E, r € L}.

2.2.3. Binoide sur un ensemble V. On appelle binoide sur un ensemble
V un ensemble muni d'une loi de composition interne associative, ad-
meftant un élément neutre et d’une loi de composition externe 4 opéra-
teurs dans V. V est done un binoide sur V.

Dans la suite les deux lois d’'un binoide sur V seront, en général,
notées — et 1 ;1’6lément neutre sera noté e, sauf pour ¥V dont P'élément
neufre est A.

De méme que pour les structures algébriques classiques, on définit
un sous-bincide d’un binoide B comme une partie Bp de ® qui contient e
et qui est stable pour—et T (si r€ R, s€ B, A €V, alors
r—s € CBoeva T r € (B())

Si ® et ® sont deux binoides sur le mére ensemble V, un homomor-
phisme de binoides (ou, simplement, homomorphisme) de ® dans &' est
une application ¢ de ® dans &, telle que, pour 7 et s dans ® et 4 dans V :

Y(r—s) =y¢(r)—d(s);  wle)=e; YA Tr)=4 7T y().

2.3 PROPRIETHS FONDAMENTALES DE V

De la définition des ramifications comme suites de pseudo-arbores-
cences et de la proposition 2.2.2, il résulte immédiatement :
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2.3.1 ProposrrioN. Pour tout r € V, non vide, il existe A € V,r' € V,
" € V uniques tels que

r=17 -4 1)

On en déduit un principe de récurrence dans V :
2.3.2 Principe de récurrence. Soit ® un prédicat tel que
(a) ®(A) soit vrai,
(b) (VreV,ac a(V))®(r) et ®a)=0E(r—a)),
(¢) (Vre V)(VA € V)(@(r)=0(4 T 1));
alors, ®(r) est vrai pour tout r € V.

On montre que ®(7) est vrai en raisonnant par récurrence sur I’ordre
de la ramification r, grice & la proposition 2.3.1.

Soit ® un sous-binoide de V ; en utilisant le principe de récurrence, on
voit que toute ramification sur V appartient & &, autrement dit que
® = V : V ne contient aucun sous-binoide autre que lui-méme. En par-
ticulier, ’ensemble des combinaisons finies, par — et T, d’éléments de V,
qui est un sous-binoide de V, est égal 4 V : toute ramification sur V est
une combinaison finie par — ei T, d’éléments de V.

Exempres : Pour les ramifications de la figure 3 :
=41 (B=(C1T(4-B));
P = (41 (C>D))~(F 1 ((G1 (4-B))—C)).
2.3.3. Les applications de V dans un ensemble E seront commodément
définies par récurrence. Plus précisément :

TaroriME. Soient un ensemble E, un élément e de E, deux applica-
tions fde V X (V) X E* dans E et fyde V. X V X E dans E. Il existe
une application \ et une seule, de V dans E, telle que :

(8) MA) = ¢;
(b) (¥r € V)(Va € &(V))IMr—a) = filr, a, Mr), Ma))l ;
(¢) (VA € V)(¥r € V)IMA T r) = fi(4, r, \(r))].

On en déduit aisément :

2.3.4. TarorikmE. Pour loul binoide ® sur V, il exisie un homomor-
phisme de binoides et un seul de V dans ®.

Ce résultat conduit & nommer V binoide libre sur V.

Nous définirons maintenant par réecurrence quelques applications
simples.
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2.3.5. Mot des racines d’une ramificalion. Appelons mof des racines de
r € V le mot p{r) sur le vocabulaire V défini par :

p(A) =A;  plr—s)=p(r)p(s); p(4 T7r)=A.
Si le mot des racines de r est 41 ... 4, , A; est appelée la ¢ racine
de r.
Par exemple, le mot des racines de la ramification ' — 7", prise dans
la figure 3, est AAF.

. 14 ”n . .
2.3.6. ProprosiTION. Sotent o et o deux mots sur V et une ramification
. ron . o . / 14
r dont le mot des racines est a o . Il existe deux ramifications r et v,
. 4 ? 14 14 7 14
chacune unique, telles que p(r' Y=o, p(r )=« er=r —r.

(Ce résultat se démontre par récurrence sur la longueur de «” ).
2.3.7. Mot des feuilles d’une ramification. Appelons mot des feuilles de r
le mot () sur V tel que :

o(A)=A;  o(r—s)=o(r)e(s);
o(A T r)=8Sle(r) # A alors ¢(r) sinon 4.

Si le mot des feuilles de » est A; ... A, on dit que A; est la pme
feudlle de r.

Sur 1a figure 3, par exemple : o(r — 1" ) = BABCDABC.

2.3.8. Familles d’une ramification. Pour la ramification v’ — " de la
figure 3 nous dirons que le mot CD est une famille de prédécesseur 4, que
le mot vide est une famille de prédécesseur D.

Soit A un élément de V et F, Papplication de V dans Vensemble
B(V*) des parties de V* définie par :

FiA) =& ; Falr—s)=TFu(r) UF4(s);
FiB 1 r)=8iB = A alors Fa(r) U{p(+)} sinon F(r).

Par définition F.(r) est Pensemble des familles de prédécesseur A dans r.

Sur la figure 3, par exemple, F (v — ") = {BC, CD, A}.

¢, p et F 4 garderons la méme signification dans tout ce qui suit.

2.3.9. Ramification réfléchie d’une ramification. Intuitivement il s’agit
d’inverser V'orientation d’une ramifieation. Introduisons dans V la loi
interne «— : 7« § = s — r. L’homomorphisme ¢ de (V, —, 1) dans
(V, <=, 1) transforme toute ramification 7 en ce que nous nommerons
sa ramification réfléchie 7. La ramification réfléchie de 7 est r : en effet Ie
carré ¢ de ’homomorphisme ¢ est I'identité, puisqu'il vérifie

Pr—s) = (r)—~¥'(s); YA =4; 4 Tr)=41¢@).
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8i L est un bilangage sur V le bilangage L = (L) est appelé bilangage
réfléchi de L. I est évident que si L est un langage sur V, I est le langage
réfléchi (ou image miroir) de L.

2.3.10. Transcripiion d'une romification. On donne deux ensembles V
et V' et une application v de V dans V’. Remplacer chaque “étiquette”
A d’une ramification sur V par y(4) € V' ¢’est définir une application
4 de V dans V' telle que :

FA) =45 Ar—s)=9(r)—=9(s); AT r)=v(4) T 9(r).

L’application 4 s’appele transcription (assoeiée & ). Si L est un bilan-
gage sur V nous dirons que ¥(L) est transcrit de L.
11 est clair que :
la restriction & V* d’une transcription 4 est une transeription de
monoides (1.2) ;
Pour toute ramificationr :$oo(r) = pog(r),$op(r) = po$(r).

2.4 BILANGAGES GRAMMATICAUX

2.4.1 Grammaire. Une grammaire est un triplet G = (V, 1 =, X)) ol

V est un ensemble fini appelé vocabulaire de la grammaue

:: = est une relation binaire entre V et le monoide hbre V* telle
que, pour tout A € V, ensemble des mots « vérifiant 4 i1 = « soit un
langage régulier ; on notera K 4 ce langage et ses éléments seront appelés
les productions de A.

X est un langage régulier sur V, Pensemble des axiomes de la
grammaire.

2.4.2 Bilangage engendré par une grammaire. Une ramification sur V est
engendrée au sens large par la grammaire G lorsque chacune de ses familles
o de prédécesseur A vérifié 4 1 = a (notons que le mot « peut étre le
mot vide A ; A est alors une feuille de la ramification ).

Pour tout langage régulier K, notons £(&, K) 'ensemble des ramifica-
tions engendrées au sens large par @, dont le mot des racines appartient
3 K ; c’est un bﬂangatre sur V. En particulier : # g

£(G, V*), aussi noté £(G), est appelé bilangage engendré au
sens large par G ;

£(6, X ), aussi noté $(G), est appelé bilangage engendré au sens
strict (ou, simplement, engendré) par G.

Les bilangages engendrés par une grammaire sont dits bilangages
grammaticouz.
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Pour que la ramification vide appartienne & §(G) il faut et il suflit que
le mot vide appartienne & X. D’autre part il est immédiat que :

2.4.3 PropOSITION. Si 7 et v/ appartiennentd V et A a V :
(a) r—1 € £(@)er € £(Q) et v e 8(G);
b)A Tree@yerec (@)etd it =p(r)

On en déduit immédiatement, en utilisant une démonstration par
récurrence dans V, que £(Q) est le plus petit bilangage sur V contenant
A, stable pour —, contenant 4 T rlorsqu’il contient r et que 4 1 = p(r).

2.4.4 Langage engendré par une grammagre. L’enserable des mots des
feuilles des ramifications de 8(G') s’appelle langage engendré par lo gram-
maire G.

On montre (Pair, 1965) que cette définition du langage engendré par
G équivaut & celle de Chomsky (1963 ) lorsque les langages K4 sont finis
et que G admet un seul axiome de longueur 1, et que méme lorsque ces
hypothéses ne sont pas satisfaites le langage engendré par G est encore
un langage “contexi-free”’ ou langage de Chomsky.

Rappelons qu’un homomorphisme de monoides libres transforme un
langage de Chomsky en un langage de Chomsky (Bar-Hillel, Perles et
Shamir, 1961 ).

3. DEFINITION DES BILANGAGES REGULIERS

3.1 DErniTioN. Un bilangage L sur V est dit régulier ¢'il existe un
binoide fini ®, une partie ® de ® tels que, si ¢ est ’homomorphisme de
V dans ®, L = ¢"(®"). Nous dirons que L est associé au triplet (®,
&, ¥).

I1 s’agit 14 d’une généralisation immédiate de la définition 1.1 (1).
En se basant sur 1.1 (3), on peut envisager la définition qui suit, qui
généralise la notion d’automate fini. Nous montrerons qu’elle conduit
aux mémes classes de bilangages que 3.1. Ce résultat ne sera pas utilisé
dans la suite.

3.2 Bilangages réguliers & droite. Un semi-binoide sur V est un ensemble
muni d’une loi de composition interne (notée — ) et d'une loi de composi-
tion externe & opérateurs dans V (notée T ). Appelons semi-homomor-
phisme & droite une application ¢ de ¥ dans un semi-binoide ® telle qu

pour re v, a€ (V) e¢ A€V :
o(r—a) = o(r) = o(a); d(A Tr)y=4 7T o).
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Un bilangage L sur V est dit régulier o droite s'il existe un semi-
binoide fini &, une partie ®" de & et un semi-homomorphisme & droite
o de V dans ®, tels que L = ¢ (®). L est dit associé au triplet (&,
(R', o).

3.3 TukoriME. L'ensemble des bilangages réguliers sur V est 'ensemble
des bilangages réguliers & drodle sur V.

11 est clair que tout bilangage régulier est un bilangage régulier &
droite.
Réciproquement soit L un bilangage régulier 4 droite associé & (®,
®', o). L’ensemble & des applications de ® dans & est fini.
A toute ramification 7, on peut associer une application ¢(r) de &
dans ®, définie par récurrence sur la longueur de r :
Y(A) est lidentité dans & ;
pourr € Veta € @(V), pourd € @,

Y(r—a)(®) = ¥(r)(b) — o(a).

Il est alors immédiat, par récurrence sur la longueur de 7, que :
(1) si on pose o(A) = e, Y(r)(e) = o(r);
(2) Ylr—s) = y(s) o Y(r).
D’autre part :
YA TG =b—oo(d Tr)=0—(4 7T o(r)).

¥ est ’homomorphisme de V dans ®%, muni des deux lois suivantes qui
en font un binocide :
A=A =N o)
A T \transforme b € Renb— (4 T Ae)).
Enfin :
re€ Leso(r) € ® @y(r)(e) € )

L est 1’1mage réciproque par ¢ de Pensemble des \ € ®% tels que
Ae) € &

On peut définir de maniére analogue les bllangages réguliers & gauche
et montrer qu’il s’agit encore des bilangages réguliers.

3.4 ProrostTION. L’image par transcription d’un bilangage régulier est
un bilangage régulier.

Solent deux ensembles V et Vi, 6 une transcription de V dans Vi,
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et L un bilangage régulier sur V, associé au triplet (®, &, ¥). Soit ¥
Papplication de Vi dans P(®B) définie par :
Ya(r1) = $(67(r1)), pour 1€ Vi.
D’aprés la définition d’une transeription, il est immédiat que :
(1) pour 71,8 € Vi, 6 (ri—s) = 6"(r)— 0 "(s1)
(2) pour A, €V, meVy, 6 (AT m)=60"(4:) 1 6 (r)
Par suite :
Ya(ri— &) = $(67 (1) = ¥(07 (s1)))
Yi(Ar 1 m) = 67 (A1) T (67 ().
Ainsi, en munissant iB((B) de la structure suivante de binoide sur Vi,
¢1 est homomorphisme de V; dans P(®) :
pour 9, M € B(®), 41 € Vi
M—M ={m—m'|mcm, m cm}
A Tam={4Tm|meam, 6(4)=A44.
De plus :
r € 0(L) <= (3r € L)(6(r) = 11)
S@reV)Wr)ed et 0(r)=r)
Y () N = &
¢(L) est 'image réeciproque par ¢ de ’ensemble des parties 9 de & qui
ne sont pas disjointes de ®'.
4. EXEMPLES DE BILANGAGES REGULIERS

4.1 ProrosiTion. V, {A}, (A} pour tout A € V, sont des bilangages
réguliers sur V.

Construisons dans chacun des cas un couple ®, ® satisfaisant & la
définition 3.1 :
(1) Pour V:® =& = {¢ ; e—e=¢; A Te=e
(2) Pour {A}:® = {0,¢},® = {¢e} ; pour b,b dans ® et
A dansV:
b—b = si b=0b =¢ alors ¢ sinon 0; A Tbh=0
(8) Pour {A4}:® = {0,1, ¢}, ® = {1}, le produit — est commuta-
tif et, pour b € ® :
0—b=0, e—>b=0, 1—b=1s8 b=¢e¢ alors 1 sinon 0;

BTb=0 pour B4 ou bxe, A Te=1.
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4.2 TadorbME. Tout bilangage grammatical est régulier.

Soit @ = (V, :: =, X) une grammaire (2.4.1). Remarquons d’abord
qu’il existe un monoide fini 9N tel que les langages X et K, (ensemble
des productions de A ), pour tout 4 € V, sont images réciproques par un
homomorphisme de monoides, de parties de 91 ; ceci résulte du lemme
suivant :

4.3 LemME. St Ky ef Ky sont deux langages réguliers sur V, il existe un
monoide fini M, deux parties My et My de N et un homomorphisme p de
V* dans 9N tels que : Ky = p™ (M), Ky = p " (9M).

Par définition, K; est associé & un triplet (€, €/, u1) et K» & (G,

e, us).
11 suffit de prendre pour 9 le monoide produit €; X G, et pour g
Phomomeorphisme produit :

pla) = (mla), ps(a)).

AlOI'S K1 = M.‘l(ef X 62) et Kz = u_l((‘h X 02’).
Ce lemme s’étend naturellement & un nombre fini de langages réguliers.

Par conséquent, chaque langage K, de la grammaire G peut étre
associé & un triplet (91, M4, ) €6 X & (M, My, u). Ceci nous invite &
envisager ’application qui & toute ramification r engendrée au sens large
par G associe I'image par u de son mot des racines ; plus précisément
posons pour r € V :
Y(r) = sir € £(QG) alors u(p(r)) sinon O (ol 0 est choisi de fagon que
0 ¢ an).
1] reste & munir 9 U {0} d’une structure de binoide telle que ¢ soit un
homomorphisme. D’aprés 2.4.3 :

Y(r—s)=7sr € L(G) et s L£(G) alors u(p(r)o(s)) sinon 0 ;

Y(A T r)=sr€L(@) et A ::= p(r)alorsu(A) sinon 0.
Dott la définition des lois de binoide sur 91t U {0} (Ia loi de monoide
dans 9 est notée.) :

m—m =sim=0 et m 0 alors m.m sinon 0
ATm=sim=0 et m € N, alors u(A) sinon 0.
Ainsi ¢ est Phomomorphisme de ¥ dans on U {0} et :
r€ §(@)e=r € £(G) et Y(r) € Mx
SP(r)£0 et Y(r) € Mx = P(r) € My,

autrement dit $(G) est le bilangage régulier associé 3 (9 U {0}, 9x, ¥).
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En particulier tout langage régulier X est le bilangage grammatical
engendré par la grammaire (V, 1 =, X'} ol tous les langages K4 sont
réduits au mot vide, c¢’est-a-dire :

4.4 CoronLAIRE. Les langages réguliers sont des bilangages réguliers.

On peut aussi retrouver, comrme conséquence du théoréme 4.2, les
résultats de la proposition 4.1.%

4.5 Remargue. Le lemme 4.3 s’étend immédiatement aux bilangages
réguliers : deux bilangages réguliers sur V sont images réciproques par
homomorphisme de parties d’un méme binoide fini.

On verra plus loin (6.14) qu'il existe d’autres bilangages réguliers que
les bilangages grammaticaux. Le théorgme 4.2 admet cependant une
réciproque faible (4.8) qui résultera de ’étude suivante.

Parmi les bilangages grammaticaux nous allons envisager les bilangages
locaux qui généralisent les langages locaux en ce sens que leurs ramifica-
tions ne sont soumises qu’d des contraintes de “voisinage’ ; les résultats
obtenus sont tout & fait analogues & ceux relatifs aux langages locaux.

4.6 DerFmNiTION, Etant donné trois sous ensemblesde V7 : 7, d, f, et trois
sous ensembles de V : D, F et &, appelons bilangage local défini par r,
d, f, D, F, & le bilangage grammatical $(&) engendré par la grammaire
G=(V, 1 =,X)ol:

pour tout A € V Pensemble des productions de A est le langage ré-
gulier formé du langage local [{B | (4,B) € d}, 7,{B | (4,B) € f}], réuni
A{A} 14 €@

X est le langage local [D, 7, F|.

Les bilangages locaux sont réguliers. La réciproque est fausse (6.14) ;
cependant le théoreme suivant donne une nouvelle caractérisation des
bilangages réguliers & partir des bilangages locaux :

4.7 TugoriME. Les bilangages réguliers ne contenant pas la ramification
vide sont les transformés par transcription des bilangoges locauz, et eux seuls.

Les bilangages transcrits des bilangages locaux sont réguliers (3.4)
et ne contiennent pas la ramification vide.
Réciproquement soit L un bilangage régulier, associé & (®, &', ¥), ne

4t D’autre part, si <2, o> est une espdce {species) finie au sens de Thatcher et
Wright (1966) ’ensemble des termes Ts peut &tre identifié & un bilangage régulier
(engendré par la grammaire de vocabulaire 2, d’ensemble d’axiomes ¥ ofi, pour
tous f € T, Ky = 27U0) et les parties de T's qui sont reconnaissables sont les bilan-
gages réguliers contenus dans T’z .
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contenant pas la ramification vide. Envisageons I’ensemble fini
U = & X V et Iapplication 6 de V dans O définie par :

3(A) = A,
§(r—A4 T1)=8(r)>[(W(r—4 17),9 17),4) 150"

Par récurrence sur Pordre d’une ramification r # A de V, on déduit
immédiatement de cette définition que §(r) appartient au bilangage local
£ sur U défini par :

D= {(b’ b’A)}7 T= {(bl’ b2:A)a (bl'_)bZIJ b2’1 AI)}:
F=¢O, d=1JXD, f:{(blaA TbII;A)’(b1,7b2,7A’)}:

P = {(b17 %(A)7A)}?

ot b, by, by, by, b, déerivent @ et A, A’ décrivent V.
De plus r est déduit de 6(r) par la transeription 6 de O dans V définie
par 8(b;, by, A) = A :
(1) pour tout r € V, 608(r) = r.
Inversement, soit s une ramification de £. Montrons, par récurrence
sur Pordre de s, que :
(2) 800(s) = s,
d’ou il résulte que la premitre composante de la dernitre racine de s est

¥(6(s)).

L’ assertion (2) est évidente si s est vide. Sinon,
s=8—((bi,bs,4) 1 5").
D’aprés 'hypothese de récurrence :
300(s) =08(8(s) >4 1 6(s))
=5 —=[(Yob(s)>A T ¢ob(s"), A T ¢o8(s"),4) T 5]
Toujours d’aprés I’hypothése de récurrence, comme s appartient 3 £.
nécessairement :
by=A T ¢o6(s"),
bi=yo0(s)—=by=yoo(s)—>A T ¢oo(s),

et finalement o 0(s) = s. )
Les assertions (1) et (2) prouvent que § est une bijection de V sur £,
dont la bijection réciproque est la restriction de 9 & £.



BILANGAGES REGULIERS 581

Comme la premiere composante de la derniére racine de 6(r) est ¢(r),
L est transformé par & en un bilangage local £ qui différe de £ unique-
ment par son ensemble final

F' = {(b1,b,4)]b €&}

Autrement dit (L) = & et 6(g) = L.

Le théoréme est ainsi démontré. La démonstration prouve de plus
qu’un bilangage régulier est déduit bijectivement d’un bilangage local
par une transcription.

Dautre part, L U{A} = 6(€ U{A}) et £ U{A} est un bilangage
grammatical ; il en résulte la premiére des deux conséquences suivantes :

4.8 Conséquences. 1. Tout bilangage régulier est déduit par transcrip-
tion d’un bilangage grammatical.
2. Tout bilangage grammatical ne contenant pas la ramification
vide est déduit par transeription d’un bilangage local.

4.9 TugorkME. Les langages de Chomsky sont les ensembles des mots
des feuilles des bilangages réguliers et eux seuls.

Les langages de Chomsky sont les ensembles des mots des feuilles des
bilangages grammaticaux qui sont réguliers. Réciproquement, tout
bilangage régulier L est transerit d’un bilangage grammatical $ dont les
mots des feuilles forment un langage de Chomsky ; donc les mots des
feuilles de L, qui sont les transcrits des mots des feuilles de 8, forment
encore un langage de Chomsky.

Examinons aussi Iensemble des mots des racines d’un bilangage
régulier : c’est le transerit de Pensemble des mots des racines d’un
bilangage grammatical, engendré par une grammaire G = (V, i1 =, X) ;
c’est done le transerit du langage X N {4 € V| £(G, 4) = 2™ qui est
régulier ; ainsi ensemble des mots des racines d’un bilangage régulier
est un langage régulier. La réciproque déeoule de 4.4. D’olt 'énoncé :

4.10 TakorbmME. Les langages réguliers sont les ensembles des mots des
racines des bilangages réguliers et eux seuls.

En particulier, tout bilangage régulier sur ¥V qui est un langage sur V
est un langage régulier.

4.11 Contrexemple de bilangage régulier. Soient deux ramifications
distinctes r et s, et L l’ensemble des »" — s" (n représentant une puis-
sance entiere pour la loi —). Tout homomorphisme de binocides est un
homomorphisme de monoides pour les lois internes —. Si done L était
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un bilangage régulier, ce serait aussi un langage régulier du monoide
libre engendré par r et s : L n’est pas un bilangage régulier.

5. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES BILANGAGES REGULIERS

5.1 PROPOSITION : Proprivtés booléennes. Le complémentaire dans V
d’un belangage régulier sur V est un bilangage régulier. L’intersection ef la
réunion de deux bilangages réguliers sont des bilangages réguliers.

Si L est le bilangage régulier associé & (®, &', ¥) [# est le bilangage
régulier associé & (®, {3, ¥).

Si L, et L, sont deux bilangages réguliers il existe un binoide fini ®
et deux parties ®; et @, de ® tels que, si ¢ est Phomomorphisme de 14
dans ®, L1 = ¢ (®1) et Ly = ¢ (®:) (cf. 4.5). Dans ces conditions :

L1 ﬂ Lg = 1,0—1(631 ﬂ (Bg), L1 U L2 = 1,0—1((31 U (Bz).
5.2 ProrosrtioN. Le bilangage réfléchi d’un bilangage régulier est
régulier.
Soit un_bilangage régulier L associé & (®, ®', ) ; définissons Pap-
plication ¥ de V dans ® par :
¥(r) = ¥(7);
en particulier
F(r—s) = J(s) = P(r)
PA T r)=4 1§,

Par conséquent ¥ est ’lhomomorphisme de V dans ® muni de la structure
de binoide sur V définie par la loi de composition interne < :

beb' =0 —b
et la loi de composition externe T .
Enfin L = y(®') ; donc L est régulier.
6.. STABILITE DES BILANGAGES REGULIERS RELATIVEMENT VA
PLUSIEURS OPERATIONS

8.1 ProposiTiON. St L et L' sont deux bilangages réguliers sur un
vocabulaire V, les bilangages L — L’ et L* sont réguliers.

Nous savons que :
tout bilangage régulier est transerit d’un bilangage gram-
matical ;
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le traoserit d’un bilangage grammatical est un bilangage
régulier,
En outre si 6 est une transcription, il est clair que

9(L — L") = 0(L) — (L") et 8(L*) = o(L)*

Par conséquent il suffit de montrer que si L et L' sont deux bllangages
engendrés par les grammaires G = (V, 2 =, X) et G = (7', =, X"
sur deux vocabulaires V et V' qu’on peut toujours supposer d1s301nts
L— L (resp. L*) sont des bilangages grammaticaux sur V U v
(resp. V).

11 est évident que L — L est 1nclus dans le bﬂangage 8(Gy) engendré
par Go=(VUV', =t =o0u 1 =, X—X). Reclproquement soit
7 € 8(Gp) ; le mot des racmes de r appartlent a X — X', done il existe
deux ramifications s et s telles que r = s— &, p(s) € X, p(s')y € X',
On voit par récurrence, en utilisant (2.4.3), que, si une ramification ¢
appartient & £(Gy) et p(t) & V¥, alors ¢ appartient & £(@), car Vet V'
sont disjoints ; ainsi s est dans £(G) et, comme p(s) est dans X, s ap-
partient & L ; de méme fagon, s’ appartient & I, ce qui acheve la démon-
stration.

Montrons que l'itéré L* n’est autre que le bilangage engendré par

= (V, :1 =, X™). Il est évident que L* est inclus dans $(G:). Ré-
ciproquement soit 7 € 8(Gy) ; p(r) appartient & X* et r s'éerit
71~ -+ —> 7, ol les ramifications 1, -+ , 7, ont leur mot des racines
dans X. Comme £(Gi) = £(G), r1, ---, 7, appartiennent & £(F)
et aussi & 8(G) = L ; autrement dit, r appartient 3 L*.

Introduisons maintenant un nouveau produit entre deux bilangages
L et L', qui consiste, intuitivement, & associer & L et L' 'ensemble des
ramifications obtenues en “greffant” & toute feuille A d’une ramification
de L, une ramification de L.

6.2 Greffe, greffe dtérée. La greffe en A d’un bilangage L sur une ramifica-
tion 7 est le bilangage, noté G.(r, L) ou rsL, défini de Ia fagon suivante,
par récurrence sur la ramification 7 : pour 4, B € V,r,s € V,

Ga(A, L) = {A}
Ga(r— s, L) = Gu(r, L) > Gals, L)
GuBTrLy=B1Tgur,L)siBAour=A
Ga(4, L) =471
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La greffe en A d’un bilangage L sur un bilangage L', notée L’ 1L, est le
bilangage
U riL.

re L’
La greffe itérée en A d’un bilangage L est le bilangage L* défini par :
L' = {4}, L =LiL*™ pour p>1 et L™= U L*

=0

Le bilangage UL?* est noté L*.
=1

Dans la suite, lorsque 1’6lément A sera fixé, on notera parfois - au lieu
de 4.

Avant de montrer que la classe des bilangages réguliers est stable
pour ces nouvelles opérations, indiquons quelques propriétés simples
qui nous seront utiles.

6.3 ProprosiTion. Soient A un élément de V, Ly et Ly deux bilangages
sur V, Ly ne contenani pas la ramification vide :

TA(LlALz) = (TAL1)AL2 .

La proposition se démontre par récurrence sur 7, en quatre étapes :
(a) 7= A
(b) r =1 —1"
(¢) r=B ] r avee Bz Adour#A
(d) r = A.
Nous ne traiterons que ce dernier cas, les autres étant immédiats :

A (Li.L) = A T (In.In)
=417 (Ur.L)

T€Ly

=U 47 (r.L)

rely

= (UA 1 7).Ly car Ly ne contient pas A

rely
= (A T Li).L,
= (A.L).L,
6.4 Conséquence. Soient L, Ly, L, des bilangages sur V, Ly ne conte-
nant pas A :
Li(LiiLle) = (Laly)ils .
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6.5 ProrosiTiON. Si s appartient & Galr, L), alors p(s) = p(r).
Ce résultat est immédiat par récurrence sur r.

6.6 Conséquence. Si s appartient 3 L*, p(s) est le mot des racines d’une
ramification de L.

La démonstration est immédiate pour s € L™* par récurrence sur
n > 1.

6.7 ProrosiTion. Toule famille de prédécesseur B, différent de A, dans
une ramification de G4 (r, L) est une famille de prédécesseur B dans r ou
dans une ramification de L. Toute famille de prédécesseur A dans une
ramification de Ga (v, L) est :

soit une famille non vide de prédécesseur A dans r,
soit une famille de prédécesseur A dans une ramification de L,
sott le mot des racines d'une ramification de L.

(Immédiat par récurrence sur 7).

6.8 Conségquence. Toute famille de prédécesseur B dans une ramification
de L* est une famille de prédécesseur B dans une ramification de L ou,
lorsque B = 4, le mot des racines d’une ramification de L.

6.9 LEvmE. S© Ly et Ls sont deux bilangages réguliers, il existe un binoide
fini ®, deux parties @, et By de & tels que, st est Phomomorphisme de V
dons ® et e Pélément neuire de ® :

Li=y¢y (&), L=y (&) e {Al =y ().

Soit ®e un binoide fini tel que Ly et L, soient images réeiproques de
parties de ® par ’homomorphisme v, de ¥V dans ®, (4.5) ; notons e
P’élément neutre de &y ; e étant un élément qui n’appartient pas & @,
prolongeons & ® = &, U {¢} les lois de binoide de &, en posant :

pour b € @&, e—b=b—oe=0>

pour A€V, AlTe=4"Te
L application ¢ de V dans ® définie par :

Y(r) =do(r) si r=A

y(a)=-¢e
est ’homomorphisme de ¥ dans ®. Il est clair que ¢'(e) = {A} et que
L, et L, sont images réeiproques de parties de ®&.

6.10 ProrosITION. 87 Ly et Ly sont deux bilangages réguliers, Lyils est
régulier.

L; et Ly peuvent étre associés respectivement & (®, ®;, ¢) et
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(®, B2, ¢) ol ¢ satisfait au lemme précédent. € = P(&®) X {0, 1 est
un ensemble fini ; soit £ Papplication de V dans € définie par :

E(T) = {(\P(’I‘), 0)} {<¢(T,)) 1) l re QA(T’, L2)}'

Alors Ly = {r € V[ £(r) N (& X {1}) = &}.
Afin de munir € de lois telles que £ soit un homomorphisme examinons

EA), E(r—s) et §(B 1 1) :
£(A) = {(e, 0), (e, 1)} ol e est I’lément neutre de ®.
E(r—s) = {(W(r—8), 0} U{(W('), 1) |7 — s € Ga(w, La)}
= {(W(r) = w(s), 0 U{W(r") = (s, 1) | 7 € Gulr', L)
et s € Ga(s, Ln)} ;

en effet, comme r — s et % ont méme mot des racines (6.5) il résulte de
1a proposition 2.3.6 que :

r—s8€Ga(u, )= (Ar et )1 ==
et r € Gu(r', In) et s € Ga(s, Ln)) 3
la réciproque est évidente.

§B Ty ={(WB 10,0 Ut 1)]B 1 regalr, L)}
SiB 1 r € Ga(+, Ly), le mot des racines de r'est B. Done, pour B = A :
B1r€gur, L) (") =B 11" etrcgul, Ln)).

D’autre part : |
AT rega, L) e @ Wr" #Aetr =A 7
ebr € 9,1(1 ‘L)) ou (¥ = Aetrc Ly).
Par suite :
§B 1 r)=1{(B T (), 0 U(B T ("), 1)|r < ga(", L)}
si B# A,
BA T ) ={(4 T 9, UL T v0"), )| r€ 6", Ln)
et 1 #A} st r¢ L,

E(A T 7)) = {4 1), O U4 T ¢¢"), 1)]7 € Ga(", Ln)
et 7 #=AU{WA), 1)) st 7€ Ly
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Pour que £ soit ’homomorphisme de V dans @, il suffit done de munir
€ de la, structure suivante de binoide sur V :
pour &, ®" € G, A, BEV:

®—-& ={® —=b,0)]®,00c& e (",0)ca®"}
Ui —b", 1), 1) c @ e (", 1)¢ca"},
B1&={B1V,0|@®,00eca}U{(B1T,1)|,1)¢€ &}
si B=A,
AT ~{<ATb 0@, 0ea®}Ufa Ty, 1)@, 1) €
et b e si ® N(® X)) =,
AT® ={A170,0)|®,00caT UiV, 1)@, 1) ca
et b= U4 Tel) si & N(®XI{0) =T

Lq4Ls est done régulier.
En particulier si Ly = {4} le bilangage A4L: = 4 T L, est régulier.

6.11 Conséquence. Si L est un bilangage régulier, pour tout 4 € V,
A T L est un bilangage régulier.

6.12 ProrosttioN. Si L est un bilangage régulier, L™* est un bilangage
régulier.

L est associé & (®, By, ¢) ot ¢ satisfait au lemme 6.9.

Envisageons ensemble fini € = B(®), et soit ¢ Papplication de ¥
dans € définie par :

E(r) = (0) [ r € gulr', L™
Alors :
re L eor=A ou (@ €L)rcg.(,L™) =) = {dg
ou EHr)N® = .
De méme que précédemment :
§A) = {¢,
Er—s) = {W(r') = e(s') | r € Gulr!, L) et s € Guls, L™)},
§B 1 r)={(B1y0")|regu(’, L™} 8 B#A4,
A T r)=1{4 190" )|rega(", L) et " 24} si r¢ L™,
EA T r)y={4 T (") |regul", L*) et 7 =4}
Ufgd) si € L™
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€ est muni d’une structure de binoide telle que £ soit 1’homomorphlsme
de V dans € si on pose :

® g = —=b|beca, b ca’},
B1®={B1V|bca@} ssi B=4,
AT ®={ATV|VeER e b=e si & ={g
et & N@y =,
AT @& ={A1TV|bc@ e b =£efU{d1¢ si & ={g
ou & Ne& = .
Les parties finies de V sont des réunions finies de ramifications, qui

sont des combinaisons finies par — et T d’éléments de V ; d’ot le ré-
sultat suivant (en appliquant 4.1, 5.1, 6.1 ¢t 6.11) :

6.13 ProrosiTioN. Les parties finies de V sont des bilangages réguliers.

6.14 Remarque. La proposition 6.13 permet de construire facilement
des bilangages réguliers qui ne sont pas grammaticaux. Par exemple, le
bilangage {4 T A} sur V = {A} est régulier ; 8’il était engendré par une
grammaijre (V, :: =, X) nous aurions :

AecX e A:xn=A4;
donc A T (A4 T 4) appartiendrait au bilangage, ce qui est faux.

7. GENERALISATION DU THEOREME DE KLEENE POUR LES
BILANGAGES REGULIERS

7.1 DEriNITIoN. On appelle bilangages complétement réguliers sur un
ensemble V les bilangages sur V qui appartiennent au plus petit ensemble
de parties de ¥ contenant les parties finies et stable par réunion, produit,
produit itéré ainsi que par greffe et greffe itérée en tout élément de V.

11 résulte done des propositions 6.13, 5.1, 6.1, 6.10 et 6.12 que tout
bilangage complétement régulier est régulier. Inversement, tout langage
régulier est un bilangage complétement régulier d’aprés le théoréme de
Kleene. Mais il est faux que tout bilangage régulier soit complétement
régulier, comme en témoigne ’exemple suivant.

7.2 ExempLE. Soit la grammaire G définie sur le vocabulaire
Vi = {4, B} par son unique axiome A et les langages des productions
ded etdeB:K, = {AB, A}, Kz = {A}. Ly est le bilangage défini sur
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V = {A} comme transerit du bilangage grammatical $(G') engendré par
G, dans la transcription qui transforme A en 4 et B en 4. Ainsi Lo
est un bilangage régulier infini. Plus précisément :

(@) =4 7 (14} U(8(6) — B))
Lo=4 1 (18} U(Ze— 4))

Montrons que L, n’est pas complétement régulier. Disons qu’un
ensemble E de bilangages non vides se déduit d’un ensemble F par
Popération ® (® désignant U, —, ou ;) si onpassede E & F en rempla-
¢ant un des bilangages L de E par deux bilangages L' et L' de F tels
queL=L' QL' L' #L, L" # L (ce qui, si ® est 4, impose L” 5
{A}). Disons de méme que E se déduit de I par l'opération ®, égale
3 % ou #*, si on passe de E & F en remplagant L de E par L' de F tel
queL = L'® et I % L (ce qui impose L 5 {A}).

Pour qu’un bilangage Fy non vide soit complétement régulier, il faut
et il suffit qu’il existe un entier n > 0, une suite Fy , - -+ , F, d’ensembles
de bilangages non vides et une suite d’opérations ®: telles que, pour
1 £ 1< n, Fi se déduise de F; par ®; et que F, soit formé de bilan-
gages finis.

Supposons ¥y = L,. Montrons, par récurrence sur ¢, que si L ap-
partient & F.,

Lc LU (Ly—A4)U{a}
et que, pour 7 > 0, ®; n’est ni * ni *" : comme F, est formé de bi-

langages finis, il en résulte que tout F; est formé de bilangages finis, ce
qui contredit le fait que Ly soit infini.

Ramification de L

Fi1c. 5

[
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Supposons la propriété vraie 4 1'indice ¢ (évident pour 7 = 0). Nous
montrerons que ® ;.1 ne peut étre * ni ** et que les deux bilangages
L' et L” qui, dans Fiy1, remplacent L € F; , sont contenus dans
LoU (Lo — A) U{A}.

(a) Qipa= U, L = L' UL" : Vassertion est évidente car L et
L” sont contenus dans L. .

(b) ®ip1=—,L = L' - L" :tout r € L séerit r = ¥ — 1" avec
¥ € L'_ et #° € L” ; si r appartient & Lo U {A}, alors r = " et r" = A,
our =1 etr =A;sirappartient & Ly— A, il existe une autre pos-
sibilité : 7" € Ly et " = A. En tout cas, #" et v’ sont contenus dans
Lo U (Lo — A) U {A}.

(¢) ®ipp= 4,L =LiL",L" # {A} : par récurrence sur r, on voit
que, pour r = A, Gu(r, L") n’est pas contenu dans Lo U (Ly—A4) ;
done nécessairement L' = {4}, L = A 1 L” : L est contenu dans Ly
qui est égal & A T ({A} U (Lo — A)), et par suite L” est dans {A} U

" (d) ®ip1= % L =L" L' #{A} : L ne peut étre contenu dans
LyU (Ly— A)U{A} car la longueur de ses ramifications n’est pas
bornée.

(e) ®iy1 = #*, L = L™, L' 5 {A} : L contient L'iL"; d’aprés
I’étude faite en (c), nécessairement L' = {4} et L' < (A} U (La— 4),
ce qui est impossible.

7.3 TutorEME. Un bilangage est régulier si, et seulement st, 1l est déduit
d’un bilangage complétement régulier par une transcription.

Autrement dit, la classe des bilangages réguliers est la plus petite
classe contenant les bilangages finis et stable par réunion, produit, pro-
duit itéré, greffe, greffe itérée et transcription.

Le transerit d’'un bilangage compldtement régulier est un bilangage
régulier d’aprés 3.4. La réciproque résulte immédiatement du théoréme
4.8 et du résultat suivant :

7.4 ProposiTioN. Tout bilangage grammatical est complétement régulier.

Les notations sont celles de 2.4.2. Soit une grammaire ¢. Montrons
que $(G) est compldtement régulier, par récurrence sur le nombre de
A € TV tels que K s contienne un mot non vide.

(a) Sipourtout A € V, K4 = {A} ou K4 = &, $(G) est ’ensemble
des mots de X formés des lettres A telles que K, = {A} : ¢’est un lan-
gage régulier, done un bilangage complétement régulier.
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(b) Soit A un élément de V tel que K4 contienne un mot non vide.
Désignons par G la grammaire obtenue en remplacant dans G Ie langage
K 4 par {A}. Nous montrerons que :

(1)siA € Ky, $(G) = 8(G')aL(G, Ka)* 4@ (le produit est alors
associatif d’aprés 6.4) ;

(2) siA € K4, 8(G) = $(G').:8(GF, K™

L’hypothése de récurrence assure que $(G') et £(G, K.) sont des
bilangages complétement réguliers. Il en est donc de méme pour
(@, K" = &(G, K4)i£(G, K. ) et pour $(G). (1) et (2) résultent
des lemmes qui suivent.

Notons £.(G, K), resp. £,(G), Vensemble des ramifications de
£(G, K), resp. £(G), ot le nombre d’oceurrences dée A est strictement
inférieur & n ; en particulier £o(G, K) = .

LemMEe 1. Pour tout langage régulier K et tout entier naturel n,
L.11(G, K) € &(F, K)i8,(G, K4).

Soit s € £,41(G). Nous montrerons, par réeurrence sur s, qu’il existe
r € (@) tel que s € Gu(r, £.(G, K4)) ; comme alors 7 et s ont le
méme mot des racines (6.5), si s € £,,1(G, K), r € £(¢, K).
(a) Sis = A, r = A convient.
(b) Soit s = s — " :5 et s’ appartiennent & £,,1(G) :

s €Ga(r', 8(Q, Ka)) et § €84+, £.(G, K4)) entraine
§ =8 € =", L0, K4))
7 € L(Q) et " € L(G ) entrainer— 1" ¢ £(G).
(c) Soits =B 18, avee B#A: § € £,u(G),p(s)E Ky ;
s €64(7, £.(G, K1) entraine B T s' € Gu(B 1 1, £.(G, K.))
et o(+') € Kp ;7 € 2(G) entraine alors B T v € £(@).

(d) Soit s = A4 1 &' :commes € L£,1(G) et p(s) = 4,
§ € £.(G, Ky):

S EG(A, £.(G, K4)) et 4 € £(G).
Levme 2. $(G) = $(G")i£(G, K,).

Du lemme 1, avec K = X, résulte que toute ramification de $(G)
appartient & $(G').£(G, K,).
Réciproquement, d’aprés la proposition 6.7, il est immédiat que si

"
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r € £(@) et s € Qa(r, £(G, K4)), alors s € £(@). De plus, 7 et s ont le
méme mot des racines, ce qui achdve de démontrer le lemme puisque G
et @' admettent les mémes axiomes.

LemuMEe 4. Si K4 ne contient pas le mot vide, £(G, K.) = £(@, K)*i &.
(a) Soit r € £(G', Ka)" et s € G4(r, &). Le mot des racines de s
appartient & K, . D’autre part, d’aprés les propositions 6.7 et 6.8, toute
famille de prédécesseur B dans s est une famille de prédécesseur B dans
r; pour B = A, ¢’est une famille de prédécesseur B dans une ramifica-
tion de £(G’, K.), elle appartient & Kp ; si B = 4, elle est non vide et
¢’est le mot des racines d’une ramification de £(G", K,) ; elle appartient
4 K, ; s appartient & £(G, K.).
(b) Montrons, par récurrence sur z, que

£.(G, K) C[8(6, K" &

La propriété est évidente pour n = 0. Supposons la vraie pour Pentier
n ; d’apres le lemme 1 avee K = K4, nous en déduisons

Sn1(G, Ka) C (6, K)ale(@, KOs &
£n+1(G, KA) c [£(G’: KA)]n-H'AA' ,®,7

car le produit est associatif, puisque la ramification vide n’appartient
pas & &(G, K,).

Lemme 4. Si K4 contient le mot vide, £(@, Ks) = £(G, K4)*.

(a) Sire€ £(G, Ki)* le mot des racines de r appartient & K,
(6.6) et toute famille de prédécesseur B dans r est une famille de prédé-
cesseur B dans une ramification de £(G', K4) ou, dans le cas B = 4,
le mot des racines d’une telle ramification : r € £(G, K,).

(b) De la méme fagon qu’au lemme 3, on montre que

£.(G, Ky) C[e(@, K™
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